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Introduccion

Lo que anteriormente estimulaba con mayor fuerza, actiia ahora de manera
totalmente distinta: solo serd desechado como una vida en lo no-verdadero,
pero serd estéticamente disfrutado y cuidado como forma y estimulo; nos
situamos como los niiios frente a lo que anteriormente constituyo la seriedad
de la existencia.

Sobre el eterno retorno

Nietzche

El camino recorrido por la topologia sin puntos es ya extenso. En palabras de
Johnstone,[9], podemos identificar en el teorema de representaciéon de Stone
una “idea revolucionaria de que es posible construir espacios topolégicamente
interesantes a partir de informacion puramente algebraica". Desde entonces
ha habido una prolifica produccién de resultados, en el mismo articulo de
Johnstone se puede encontrar un recorrido del area hasta la década en la que
es publicado. En este trabajo, Johnstone remarca la ttilidad de la topologia sin
puntos al proveer de un marco tedrico topolégico que no necesita el axioma de
eleccién ni el axioma del tercero excluido.

El libro que publicarfa Johnstone ese mismo afio de 1983, Stone Spaces
se convertiria en la referencia estdndar sobre el tema. Pero la teoria se siguidé
desarrollando, y nuevos resultados siguieron apareciendo en multiples publi-
caciones. En 2012, Picado y Pultr publican un libro de consulta, Frames and
Locales: topology without points ([11]]), con una nueva presentacién del drea
asi como avances y resultados de los 30 afios posteriores al trabajo de Johns-
tone.

Picado y Pultr ofrecen también su postura sobre la utilidad de la topolo-
gia sin puntos. ;Se pierde informacién usando la aproximacién sin puntos?
Algunos espacios topolégicos no pueden ser estudiados a través de la perspec-
tiva sin puntos, sin embargo una gran cantidad de espacios interesantes son
completamente recuperables a través de ella ;Se obtiene una mejor teoria? En
algunas dreas si, el comportamiento, por ejemplo de espacios paracompactos,
es mejor en la version sin puntos, ademads de las ventajas ya sefialadas anterior-
mente por Johnstone: muchos resultados no constructivos en la teoria clasica
se vuelven plenamente constructivos (sin uso de axioma de eleccién o tercer
excluido).

En 2020 Jean Goubault-Larrecq y Frédéric Mynard publican Convergence
Without Points [7]]. Este trabajo puede considerarse una especie de “generaliza-
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cion” del trabajo de Picado y Pultr, ya que construye un constructo (%Gcon"
de cuifias semirreticulas con una estructura de convergencia; informalmente ha-
blando, la atencién pasa de los abiertos a los filtros, y son estos tltimos los que
son representados ahora como objetos sin puntos.

En palabras de Mynard, ahora no se tiene el problema de restringirse a
ciertos espacios para que la dualidad funcione bien. Por lo anterior, se tienen
muchisimos mds espacios para trabajar (incluso en el caso topolégico). Y ain
mds, el constructo propuesto en su trabajo tiene el potencial para representar
otras categorias aparte de G'conv; actualmente Mynard estudia la posibilidad
de representar la categoria de espacios de aproximacion de convergencia, CAP
(Convergence approach spaces), con el constructo del trabajo en cuestion.

Cuando se dice que “la dualidad funcione bien”, continua Mynard, se re-
fiere a que, si uno parte de un espacio topoldgico a la dualidad de Stone, es
necesario que el espacio topolégico posea una propiedad especiﬁca para po-
derlo recuperar a partir de su version sin puntos, este no es el caso en la dua-
lidad que ofrecen Mynard y Goubault-Larrecq en su trabajo. Todo espacio de
convergencia es recuperable a partir de su version sin puntos.

Estrictamente hablando, el trabajo de Mynard y Goubault-Larrecq no es
una generalizacién del de Picado y Pultr ya que, en el caso del constructo Top
la categoria propuesta por los primeros no coincide con la de los segundos; sin
embargo en el mismo trabajo demuestran [7, 8.28] que la construccion clésica
es una subcategoria reflexiva de su construccion.

El trabajo que ahora presentamos es producto de dos etapas distintas de
trabajo durante mis estudios de doctorado. La primera fue producto de nuestra
aproximacion a las ideas de Picado y Pultr. En ella se ofrece un constructo
que pueda favorecerse de estructuras conjuntistas simples y también (aunque
no necesariamente) finitas conservando propiedades topoldgicas categdricas.
Este trabajo se encuentra en el capitulo 2]

Cuando se concluyd el trabajo recién mencionado, empezaria la bisqueda
de la construccién de un operador clausura sin puntos, que pudiera ser asocia-
do a un objeto de Conv, que bajo condiciones adecuadas, coincidiera con el
operador clausura cldsico. Conforme este trabajo fue avanzando, llegamos a la
publicacién de Goubault-Larrecq y Mynard, encontrando no sélo los resulta-
dos que habiamos obtenido hasta el momento, sino un trabajo mds profundo y
general a la vez.

"En este trabajo, la categoria Conv usada por Mynard y por Goubault-Larrecq la denotare-
mos por Geonv, para la definicién precisa véase I.3]en la pag.[4]
2Como ser sobrio o cumplir la propiedad T'». En [L1]] se detalla esto.



El sentimiento agridulce de encontrar que nuestros resultados y conjetu-
ras eran correctas pero se encontraban ya publicadas fue reemplazado por el
beneplicito de empezar a trabajar con el profesor Mynard. De esta colabora-
cién surgieron los resultados del capitulo [3] que esperamos publicar una vez
terminemos de redondear la teorfa de compacidad en @S¢V, pero que aqui
compartimos por vez primera.
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.  PRELIMINARES

I.1. Reticulas

En esta seccion verteremos algunas definiciones bésicas respecto a reticu-
las.

Dado un copo (S, <), llamaremos a un elemento a € S mayor (menor), si
paratodo s € S, s < a (a < s). Llamaremos a un elemento a € S mdximo
(minimo) si no existe s € Stal que a < s (s < a).

Llamaremos cuiia-semirreticula, infimo-semirreticula, o A-semirreticula a
un copo (conjunto parcialmente ordenado) con todos los infimos finitos (in-
cluyendo el vacio). Una reticula es un copo que tiene todos los infimos y su-
premos finitos. Una reticula completa es aquella que tiene supremos e infimos
arbitrariod’]

Recuérdese que calcular el infimo (supremo) del conjunto vacio nos pro-
porciona el elemento mayor (menor), que denotaremos por T ().

Dado un copo E y un subconjunto A de él, decimos que A es cerrado
hacia arriba, seccion final, o isoto’nicoE] six € F,a € Aya < ximplica que
x € A. Dado un subconjunto A C E denotaremos por A1 al conjunto

{r € E|Fa € Ala < x]}.

Dado un conjunto X, denotaremos con P(X) su conjunto potencia.

Dada una A-semirreticula L, un filtro sobre L es un conjunto no vacio,
cerrado hacia arriba y cerrado bajo infimos binarios, es decir, si z,y € A
entonces x Ay € A. Dependiendo del objetivo del trabajo, algunos autores
permiten que L sea filtro o no, llamando filtro propio a todo filtro que no sea
L.

Sea A C L, A es una base de filtro si es un subconjunto no vacio que no
contiene al elemento menor de L (en caso de existir) y que ademds cumple
con:

"Para diferenciar del operador infimo binario (A) denotaremos a la conjuncién 16gica por el
simbolo &.
Zup-set,upward closed set, isotone set
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o Va,be Adc e Alc < a A

El conjunto
At ={ce L|Fa € Ala < (|}

es un filtro y es llamado el filtro generado por A.

Denotaremos con L al conjunto de filtros sobre L. Para el caso cuando
L = PX, la reticula de todos los subconjuntos de X (con el orden C), se
acostumbra llamar a un filtro sobre L un filtro de conjuntos en X . Llamaremos
ultrafiltro a un filtro propio maximo.

Obsérvese que dado un morfismo, ¢ : L — L', de A-semirreticulas y un
filtro G € FL/, o= 1(G) es un filtro. Si f : X — Y es una funcién de conjuntos
y F un filtro de conjuntos en X entonces definimos

F(F)={£CY[3a € F[fla] C 1]},

se puede verificar directamente que es un filtro y que ademds es equivalente al
siguiente filtro de conjuntos

{tCY|f(0) € F}. (1.1.1)

Sean L una reticulay A, B C L. Diremos que Ay B se mezclan , o que
A se mezcla con B, denotado por A#B (o B#.A, ya que la definicién es
simétrica), si Va € AVb e Bla Ab# L].

Haciendo uso del lema de Zorn, si dos filtros, F y G, se mezclan, se puede
asegurar la existencia un ultra filtro ¢/ que contenga a ambos; este ultra filtro
seria el ultra filtro que contiene al filtro generado por el conjunto

{anbe Llae F&beG}.

Noétese que se pidié que L fuese una reticula para poder asegurar la exis-
tencia del elemento menor, asi que esta definicién también es aplicable para
A-semirreticulas que contengan un elemento menor. Como abreviacion, deno-
taremos al mayor conjunto se mezcla con una familia B C PL por B .

Un marco es una reticula completa en la cual supremos arbitrarios se dis-
tribuyen sobre infimos finitos. Un comarco es una reticula completa en la cual
infimos arbitrarios se distribuyen sobre supremos finitos. Un morfismo de mar-
cos debe preservar supremos arbitrarios e infimos finitos, mientras que un mor-
fismo de comarcos preserva infimos arbitrarios y supremos finitos.
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[.2. Teoria de Categorias

En esta seccién se proveera de algunas definiciones basicas de la teoria de
categorias.
Una categoria es una cuatro-ada ¥ = (O, hom, id, o) compuesta por:

(1) una clase O, cuyos miembros son llamadas %’-objetos.

(2) paracada par (A, B) de ©-objetos, un conjunto hom(A, B) cuyos miem-
bros son llamados %-morfismos de A a B.

(3) paracada #-objeto A, un morfismo A % A , llamado ¥-identidad

sobre A, o cuando se entienda del contexto, simplemente A identidad.

(4) una ley de composicion que asocia a cada %-morfismo A 1. B y

cada ¥-morfismo B 4y Cun % -morfismo A Lf> C , llamado la
composicion de f y g, sujeta a las siguientes condiciones

(a) es asociativa.
(b) ¥-identidades actian como identidades con respecto a la composicién.

(c) los conjuntos hom(A, B) son ajenos dos a dos.

Para cualquier categoria ¥ = (O,homy, id, o) la categoria opuesta (o
dual) de ¥ es la categoria ¥°P = (O, homyep, id, 0°P), donde

homiger (A, B) = homy (B, A) y f o g = go f.

Esto es, ¥ y €°P tienen los mismos objetos y, salvo por la direccién, los mis-
mos morfismos.

Si o7 y Z son categorias, entonces un funtor F' de </ a % es una fun-
cién que asigna a cada <7-objeto A un A-objeto F'(A), y a cada «7-morfismo

ALy A" un B-morfismo F(A) ), F(A") , de tal modo que
(1) F preserva las composiciones.

(2) F preserva los morfismos identidad.
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Sea F,G : o/ — 9 funtores. Una transformaciéon natural 7 de F' a
G (denotado por 7 : F — G o F 5 @) es una funcién que asigna a cada
</ -objeto A un H-morfismo 74 : FA — GA de tal modo que la siguiente

condicién se cumple: para cada o7-morfismo A i> A’ el siguiente cuadrado
conmuta:

FA 25 GA

Fr| |os

FA —— GA

Una adjuncién (F, G, 7, ) consiste de dos funtores y dos transformacio-
nes naturales con dominios y codomionios como se muestra a continuacion:

F
527< * B 77:1&{*>GF E:FGHL@
G

tales que ep o Fn = 1y y G o ng = 1¢; esto es, para cada objeto A de
4 se tiene que epa 0 Fnng = 1p4 y similarmente para cada B de .

Sea % una subcategoria de <7, y sea A un 27 -objeto. Una Z-reflexiéon (o
flecha %-reflexién) para A es un .«7-morfismo, A —— B, de A a un %-objeto

B con la siguiente propiedad universal:

para cualquier .<7-morfismo, A AN , de A a un %-objeto B’, existe un

tinico -morfismo f’ : B — B’ tal que el siguiente tridngulo conmuta

1N,

B*>B’

2% es llamada una subcategoria reflexiva de <7 si cada o7 objeto tiene
una A-reflexion.

Las reflexiones de subcategorias plenas pueden ser consideradas un caso
especial de adjunciones, son el adjunto izquierdo de la situacién de adjuncién

(n,€) : R 4 E, donde 2 —2+ o es el encaje de % en 7, R es el reflector,
los niveles 774 son las Z-reflexiones, y los niveles ¢ g son isomorfismos.

I.3. El Constructo Geconv

Siguiendo [12], un constructo serd una categoria % cuyos objetos son
conjuntos estructurados, i.e. pares (X,e) de conjuntos, donde ¢ es una %-
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estructura sobre X, cuyos morfismos f : (X,e) — (Y, n) son funciones ade-
cuadas entre X y Y y cuya ley de composicién es la usual entre funcionesﬂ

Llamaremos a X el conjunto subyacente de (X,e)y f : X — Y la funcion
subyacente de f : (X,e) — (Y,n). Nos referiremos como a una funcion
f:(X,e) = (Y,n) para referirnos a la funcién subyacente f. Un ejemplo de
esto es la siguiente definicién:

Definicion 1.1. Si (X,¢e) y (X,n) son €-constructos, decimos que 1 es mds
gruesa que € (o, alternativamente, que < es mds fina que 1) si la funcion iden-
tidad 1x : (X,e) — (X, n) es un €-morfismo.

Siguiendo nuevamente a [[12]], un constructo % es llamado topoldgico si
satisface las condiciones siguientes:

(1) Existencia de estructuras iniciales:

Para cualquier conjunto X, cualquier familia ((Xj;, £;));c; de €-objetos
indicados por una clase I y cualquier familia (f; : X — X;);.; de fun-
ciones indicadas por I, existe una Gnica % -estructura ¢ sobre X que es
inicial con respecto a (X, f;, (Xi, €, 1)), i.e. para cualquier € -objeto
(Y,n) una funcién g : (Y,n) — (X, &) es un €-morfismo si y solo si
para cada i € I la funcién composicién f; o g : (Y, n) — (X;,&;) es un
¢’ -morfismo.

(2) Para cualquier conjunto X, la clase {(Y,n) € Ob(%¢) : X = Y} de
todos los @’-objetos con conjunto subyacente X es un conjunto.

(3) Para cualquier conjunto X con cardinalidad a lo més uno, existe exacta-
mente un % -objeto con conjunto subyacente X .

Trabajaremos principalmente con el constructo Geonv y algunas de sus
subcategorias plenas. Recordemos que Gconvﬂ denota la categoria de espa-
cios de convergencia generalizada (y funciones continuas), esto es:

3 Formalmente, decimos que % es un constructo si existe un funtor F : ¥ — Set fiel. La
descripcién usada en el texto es una manera informal de explicitar que, si f : (X,e) — (Y, 0)
es un morfismo de %, entonces F(f) : X — Y; asi como explicitar que todos los espacios
estan dotados con el “mismo tipo de estructura”, por ejemplo, en el constructo Top, para cual-
quier objeto (X, 7) € Top, 7 es una topologia sobre X; en el constructo Lat, para todo Lat
objeto (X, ¢), € es la terna (<, /\,\/) compuesta por un orden parcial y las correspondientes
operaciones de fnfimo y supremo.

* Algunos autores denotan esta categoria con Conv como en [7]).
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» Un espacio de convergencia generalizada es un par (X, q) donde X
es un conjunto y ¢ C FX x X es tal que los siguientes axiomas son
satisfechos:

1) (&,2) € gparacadax € X,donde s = {AC X :z € A};
2) (G,) € g siempre que (F,z) € qy G 2 F.

» Una funcion f : (X,q) — (Y,p) entre espacios de convergencia ge-
neralizada es continua si se cumple que (f(F), f(z)) € p para cada
(F,z) € q.

La férmula (F,z) € ¢ también la expresaremos por F — ; o solamente
JF — x cuando sea claro del contexto la estructura.

Ahora recordaremos algunas subcategorias importantes de Gconv: Un es-
pacio de convergencia generalizada (X, ¢) es llamado

a) Un espacio Kent de convergencia si se cumple la siguiente condicion:
* (FNa,z) € gcuando (F,x) € gq.

b) Un espacio limite si se cumple la siguiente condicion:
* (FNG,x) € gcuando (F,x)y (G,z) € q,

¢) Un espacio pretopoldgico si se cumple la siguiente condicién:

* (¥4(x),x) € g paratoda x € X , donde
Yo(x) :=({F €e FX : (F,z) € ¢}.

Un espacio pretopoldgico (X, g) es llamado espacio topoldgico si satisface
la siguiente condicioén:

» Paracada U € 7 (z) existe algin V' € ¥,(x) tal que U € ¥,(y) para
today € V.

Las correspondientes subcategorias plenas de Geconv serdan denotadas por
Kent, Lim, Prtop y Top.



Il. RELACIONES TOPOLOGICAS

I1.1. Introducciéon

En [8] se afirma que la familiaridad con técnicas categéricas ayudard a
aquellos que se confrontan con un nuevo campo a encontrar analogias y co-
nexiones con campos familiares, a organizar el nuevo campo apropiadamente,
y a separar los conceptos, problemas y resultados generales de los especiales,
que merecen investigaciones especiales. El conocimiento categdrico ayuda en-
tonces a dirigir y organizar nuestros pensamientos.

El operador clausura ha tenido mdltiples usos, incluidas aplicaciones. En
estas aplicaciones ha servido a modelos finitos [5 [10, 4]; dotando de una es-
tructura pretopolédgica a relaciones obtenidas de modelar interacciones entre
elementos (relaciones que representan cercania, influencia académica, domi-
nio, etc.).

Creemos que una aproximacion categdrica a estas definiciones podria ayu-
dar a desarrollar los objetivos mencionados anteriormente en [8]]. Por lo tanto,
se proponen estructuras que generalicen al operador clausura usado en esos
trabajos.

Atun mas, en [3]], Blass menciona que un principio metodoldgico ttil en
las matemadticas modernas es que, cuando un tipo de estructuras matematicas
son definidas, los morfismos correspondientes entre dos de dichas estructuras
deberia ser definido. Por lo tanto, no sélo nuevas estructuras son definidas sino
también los morfismos entre ellas.

Los constructos propuestos en este trabajo, han sido construidos de tal ma-
nera que adjunciones a estructuras topoldgicas cldsicas (Geonv y algunos de
sus subconstructos plenos) son obtenidas; ya que esperamos que conceptos to-
poldgicos puedan ser definidos andlogamente dentro de estas estructuras en el
futuro.

Primero, determinamos la naturaleza de los espacios en los que se trabajara
como estructuras matematicas en el sentido de [1]]. Después, nuestras estruc-
turas matemadticas serdn dispuestas dentro de un constructo en el sentido de
[lL, 12 8]]. Como nuestro principal interés es trabajar con formas generalizadas

7
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de espacios pretopoldgicos, dotaremos a nuestros constructos de las propieda-
des necesarias para ser constructos topoldgicos, en el sentido de [12]]. En el
articulo, [2], en coautoria con el Dr. Angoa, se establecieron adjunciones entre
los constructos propuestos y subcategorias cldsicas de Geonv, esto esta deta-
llado en la seccién sin embargo, de la observacion [2, 3.4] (observacic’)n
en este trabajo) se obtiene que, trabajar con las imagenes de los funtores aqui
propuestos, es equivalente a trabajar con espacios de convergencia de filtros
principales. Estos espacios son conocidos y sus adjunciones bien sabidas, por
lo cual dicha seccién puede omitirse.

[I.2. Definicion y Propiedades Bésicas

En esta seccién serd definido el concepto de relacién topolégica. También
propiedades interesantes de estas relaciones serdn demostradas. Construiremos
constructos a partir de esto, y se demostrard que dichos constructos son topo-
16gicos.

Sea X un conjuntoy R C X x P(X). Decimos que R es una Ry-relacion
sobre X si:

(RTy) Vo € X [(x,0) ¢ R]
(RTy) Va € X [(z,{x}) € R]

Si R es una R;-relacién sobre X, llamamos al par (X, R) un R;-espacio.
Una funcién f : (X, R) — (Y, Q) entre R;-espacios es R;-continua si:

= V(z,U) € RIV[(f(2),V) € Q & fIU] C V]

La clase de R;-espacios, y de funciones R;-continuas forman un construc-
to, este serd denotado por Z;.

Obsérvese que la funcién identidad'| 1x : (X, R) — (X, R1) es un -
morfismo entre (X, R) y (X, R1) #;-objetos si R C R;.

Se denotard con R al conjunto {U C X | (z,U) € R}.La uni6n de este
conjunto, | . R, serd denotado por %, o solamente %, cuando sea claro del
contexto, qué relacion estd siendo considerada.

Ahora podemos hacer la siguiente asociacion:

A cada (X, R) € % se asocia un objeto (X, gg) € Geonv como sigue:

(F,z)€qrne WUz RU & F D U

"Recuérdese que nos estamos refiriendo a la funcién subyacente de 1, tal como se definié
en la pdgina[5}
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A cada funcion, f : (X,R) — (Y,Q), Ri-continua es asociado el Gconv-
morfismo f : (X, qr) — (Y, ¢g), con la misma funcién subyacente.

La asociacién anterior define un funtor (entre %7 y Geonv):

Dado que = R {z} paratoda z, y que & = {x}1, tenemos que (&,x) € qr
paratodaz € X.

Sig O Fy (F,z) € qg entonces 3U [x RU & F 2 U1, por lo que
obtenemos que (G, z) € gr yaque G 2O UT.

Supéngase que f : (X, R) — (Y,Q) es Ry-continuay (F,z) € qr. Se
sigue que 3U [x R U & F 2 U1]. Esto implicaque U € Fy f[U] € f(F);
por la R; continuidad, tenemos que, para algin V, f(x)QV donde f[U] C V.
Todo lo anterior implica que f(F) 2 f[U]T 2 V1, y esto que, (f(F), f(z)),
lo cual demuestra que f : (X, gr) — (Y, qq) es continua.

Las propiedades restantes para verificar que la asociacion es funtorial se
derivan facilmente de la estructura del constructo.

Denotaremos el funtor anterior por 7

También, podemos realizar la siguiente asociacion:

A cada (X, ¢q) € Geonv asociamos un R;-espacio, (X, R,) como sigue:

rR,U < 3(F,x) € [ ﬂ}"#@}

A cada Geonv-morfismo, f : (X, q) — (Y, p), es asociado el #;-morfismo
f:(X,Ry) — (Y, R,), con la misma funcién subyacente.

Observacion 1: La asociacién anterior también define un funtor:

Por construccion se cumple (RTy). Dado que (z,z) € ¢ para todo z, en
cualquier Geconv espacio, se tiene que (RT}), y por lo tanto (X, R,) es un
Z1-objeto.

Supéngase que f : (X,q) — (Y,p) es Geconv-morfismo y que x R, U.
Entonces 3 (F,z) € ¢ tal que U = (| F. Por continuidad de f se tiene que
(f(F), f(z)) € p. Ademas, por construccion, f[U] C V, para toda V €

F). Asi () f(F) 2 f[U]. Observese que f[U]T DO f(F), esto implica que
(fIU]T, f(x)).Por construccion f[U] =) f[U]T, lo que implica que
f(x) Ry, flU], 1o que hace a f un %;-morfismo.

Al igual que la asociacién pasada, las propiedades restantes se derivan fa-
cilmente de las propiedades del constructo.

Denotaremos el funtor previo por Wj.

Las propiedades siguientes serdn usadas para definir distintos constructos.

Definicion 2.1. Sea X un conjuntoy R C X x P(X):
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RTy) Ve € X[t RU =z RU U{z}].

(RT2)
(RT3) Vo€ X[t RU &z RV = 2 R (UUV)].
(RTy4) Vo € X [z R %)

(RTs5) Ve e X[x RU &y € U = Uy C %)

Con estas propiedades es posible definir Z,, constructos como los subcons-
tructos plenos de % tales que sus objetos satisfacen las propiedades RT;, para
cada i < n.

Observacion 2: Sea (X, R) € %1, definimos R como
(z,U) € R+ 3(z,V) € R[U C V].
Entonces
D T1((X, R)) = Ta((X, R))
2) Si R = R entonces

f:(X,R) — (Y,Q) es Z1-continua < VU [xt RU = f(z)Qf[U]].

Esto dice que si vamos a estudiar %,, constructos a través de los funtores
T y Wi entonces se puede asumir que R = R. Aiin mds, se puede remplazar
(RTy) por:
Vee XU [x RU & z € U].

Veremos ahora que los constructos %, para 1 < n < 4, son topoldgicos.
Se demostrard primero para % , después para los restantes.

Teorema 2.2. Sean {(X;, R;)}ic; #1-espacios, y {fi + X — (Xi, R;i) }ier
funciones. La estructura R sobre X definida como

zRU < U#0&Vie IV, CX;[fi(x)R;V; & f;[U] C Vi
es una estructura inicial en %.

Demostracion. Dado que fij(x) R; {fi(x)} paratoda z € X y todai €
I, se obtiene que z R {z}. De este modo obtenemos que RT; se deriva
directamente que RT; también se cumple.

Lo anterior muestra que (X, R) es una %, estructura, a continuacién veri-
ficaremos la inicialidad.
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Seag: (Y,Q) — (X, R) una funcién tal que f;og: (Y,Q) — (X, R;) es
Z1-morfismo. Debemos demostrar que g es un ;1 -morfismo.

Seay @ V, se demostrard que 3U C X [g(y) RU & g[V] C U]. Dado
que f; o g es un %1 morfismo para cada ¢ € I, entonces

Por la construccién de R, tenemos que g(y) R g[V].

Ahora se demostrard que R es la estructura mds gruesa que hace a cada
fi Rj-continua. Supdngase que R’ también las hace continuas. Sea
Ix : (X,R') = (X, R) lafuncién identidad y (x,U) € R’, se demostrard que

vidV; C X; [fi(z) R; V; & f;[U] C Vi,

pero esto es exactamente que f; : (X, R') — (X, R;) sea #;-continua, lo que
es cierto por hipotesis. O

Para demostrar que %; es también topoldgica para 1 < ¢ < 5, serd suficien-
te demostrar que la estructura R definida en Teorema[2.2] es una %;-estructura
cuando { f; : X — (X, R;) }ier es una Z;-fuente.

Teorema 2.3. Los constructos %; cuando 1 < i < 5 son topoldgicos.

Demostracion. 1)%, es topoldgico. Sea {f; : X — (Xi, Ri)}ier con
{(Xs, Ri) Yier € Z4. Sea (X, R) definida como en Teorema[2.2] Demostrare-
mos que (z,|J,R) € R.VYU € , R IVy [fi(x) R; Vi & f;[U] C Viy]. Dado
que cada (X;, R;) es un Z4-objeto, entonces (fi(x), | f,2)Ri) € Ri. Se sigue
que

fi |:ULL‘R:| = U fz[U]g U VUgUfl(x)Rz forall: € I.
R R

Uey Ues

Con lo que se concluye que x R | J . R.
La demostracion de que %o y %3 son constructos topoldgicos es similar.
2)%s es topoldgico. Sea {f; : X — (X, R;)}ier con {(X;, R;) }bier C
s, (X, R) como se definié en Teorema2.2} (z,U) € Ry y € U. Se probaré
que %, C %,.Dado que (z,U) € R, se obtiene que

Vie I3V, [fi(x) R; Vi & fi[U] C Vi].

De esto se sigue que f;(y) € f;[U] C V; paracadaiy, ya que cada (X;, R;) es

X5, obtenemos que %y, () C Uy,(z)- Seaz € Uy entonces JA[y R A & z € Al;
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Demostrar z € %, es equivalente a 3U’ [x R U’ & z € U’]. Por construccién
se tiene que Vi € I3W; [fi(y) R; W; & fi[A] C W;]. De esto se sigue que
fi(z) € filA] € Wa C %y, y) © U, (z)- Asi, obtenemos que x R {z}. O

Observacion 3: A partir de un % -objeto, (X, R), pueden ser construidos %,,-
objetos:
Definiendo Ry, = RU R*, con R* = {(z,U U{x}) | = R U}, obtenemos un
Z>-objeto.
Definiendo R = RU R*, con R* = {(z,UA) | A C ;R & |A4| < N},
obtenemos un #3-objeto.
Definiendo R = R U R*, con R* = {(z,UA) | A C R}, obtenemos un
2 4-objeto.

Definimos recursivamente sobre w los siguientes conjuntos para cada z €
X:
+R%=.R.
LR ={V e R"|3U € R [y € U]} U R"
R =U{zR" | n € w}.
De este modo, (X, (R¥)¢) es un #s-objeto.

Teorema 2.4. %, es una subcategoria reflexiva de %

Demostracion. Sea (X, R) un #;-objeto y Rc como se definié en la Obser-
vacion [3} Veamos que, de hecho, (X, R¢) es un Z4-objeto. Serd suficiente
demostrar que | J,Rc = |JR. Una contencién se deriva directo por de-
finicion. Sea = € |J,Rc, si z € U € R hemos terminado; supongamos
que x € U € R*. Esto iltimo implica que 3V € R[x € V € . R] asi que
z € |J R, demostrando que (X, R¢) es un Z4-objeto.

Veremos que la funcién identidad 1, : (X, R) — (X, R¢) es un morfismo
y sirve como reflector; para lo cual demostraremos que el siguiente diagrama
conmuta si f tiene a f como funcién subyacente.

(X, R)
(X.Ro) —1— (v.Q)
Que las funciones conmutan es claro, veamos que f es %, continua. Sea

f:(X,R)— (Y,Q)y (z,U) € Rc.SiU € R, hemos terminado. Supdéngase
que U € R*. Entonces U = |J A. Por la #;-continuidad de f, tenemos que
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VYW € A3V [f(2)QViy & fIW] C Viy], todo esto implica que

wi=rJa= U e U vwczd,

WeA WeA

La demostracion de que Zo y %3 son reflexivas es similar.

Teorema 2.5. Sea (X, R) € %1y R” como se definieron previamente. Enton-
ces :
a) (X, R¥) satisface RT',
b)Para cualquier f : (X, R) — (Y, Q) %Z1-morfismo, con (Y, Q) siendo un
Hs-objeto, el diagrama

(X, R)

(X, R*) —— (v, Q)

conmuta si fy f tiene la misma funcion subyacente.

Demostracion. a) Sea (x,U) € R* yy € U, demostraremos que %, C ..
Seaz € %, =|J,R”, entonces I3V C XIn c w(z € V &V € ,R"], seann
el minimo n € w tal que satisface la propiedad. Dado que U € ,R“ tenemos
que Im € w[U € ,R¥], sea m el minimo m € w que satisface la propiedad.
Sea | = max(s, 7). Con esto obtenemos que z € V € ,R!T! C ,R¥ C %,.

b) Sea (z,U) € R“. Sean € w el minimo natural tal que (z,U) €
R™. Demostraremos por induccién sobre n que, si 0 < n, existen N € w,
{A4;}ien+1 CP(X) y {z;}ien+1 C X tales que:

Ayg=U, (xi, A;) € Rparacadai € N + 1,
=z y x; € Ajy1 paracadai € N.

Para n = 1. Por definicién tenemos que
WV CXy[(y,U) e R&yeV & (x,V) €R].

Tomando N =0, A; = V y g = y obtenemos lo deseado.
Paso inductivo. Sea (z, U) € RM*! (recordemos nuestra hipétesis, M + 1
es el minimo natural tal que satisface la pertenencia). Por definicién tenemos
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que 3V C X3y € X [(y,U) e RM &y e V & (2,V) € RM]. Usando la
hipétesis inductiva con (y,U) € RM y (x,V) € RM obtenemos que existen
N € w, {Aitieny1 € P(X), {zitient1 € Xy, N' € w, {Aj}ien11 C
P(X)y {«}}ien'+1 € X respectivamente. Para j € N + N’ + 2 definimos

Bj:Aj y 2 =; SijEN+1
Bj=A, y zj=ux) sij=k+N+1

Esta construccién satisface lo requerido: By = Ag = U, 2Ny nr41 = 33?\7/ ==z
yque zy =y € V:A6 = Bny1.

Sea M = N+ N’+1. Por construccién y la %; -continuidad de f, tenemos
que existe una familia {V;}jcp11 € P(Y) que satisface que f(z;) Q V;y
f[Bj] C V; paracada j € M + 1. Lo anterior y que (Y, Q) es un #Zs-objeto
implica que:

FUVE Uy () © Ugiei) & - € U

Dado que f(z)QVas y por RTy, tenemos que f(2)Q%f(y). o que conlcuye la
demostracion. O

Observacion 4: Para demostrar que f : (X, (R*)c) — (Y, Q) es continua,
solo falta el caso cuando U = |J A con A C ,R“, en este caso procedemos
del mismo modo que en el Teorema[2.4] donde la existencia de cada Vyy puede
obtenserse en el mismo modo que fue hecho en el Teoremal[2.5]

Para demostrar que (X, (R“)¢) satisface la propiedad RT's, basta observar

w R,
que % = U, °.
De la observacién anterior podemos derivar el siguiente:

Teorema 2.6. %5 es reflexiva en %#1.
Ejemplo 2.7. Sea X = w.
1) Sea ,R = {{n},{n+ 1},{n + 2}}. (X, R) es un #1-espacio pero no

un %s-espacio.

2) Sea R = {{n},{n,n+1},{n,n+2}}. (X, R) es un #2-espacio pero
no un %s-espacio.

3) Sea ,R={[n,N] Cw|N ecw&n<N} (X,R) es un #3-espacio
pero no un Z4-espacio.

4) Paran # 0, sea ,R = {[n — 1,w),{n}}.

Paran = 0, sea oR = {{0},w}. (X, R) es un Z4-espacio pero no un
Fs5-espacio.
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5) Sea ,R = {[n,w),{n}}. (X, R) es un Zs-espacio.

Observacion 5: Se dijo anteriormente que estos constructos generalizarfan los
operadores clausura generados por copos reflexivos, en efecto: Si < es un or-
den parcial reflexivo sobre X, define un Z4-objeto, (X, R), como z R U <
U ={y € X | y <}. Asi, la cerradura candnica construida a partir de (X, <)
coincide con la cerradura canénica construida a partir de 77 ((X, R)).

[1.3. Adjuncién

Se demostrard que los funtores 77 y Wi son adjuntos; dado que los fun-
tores asigna las misma funcién subyacente a los morfismos, serd suficiente
demostrar que, la unidad y co-unidad deben de tener como funcién subyacente
la identidad.

(XvR) (77—3> (XﬂRQR) (X7QRq) (€—q> (X7Q)
s I | s
(Y,Q) ——2— (Y, Ry,) (Y.qr,) ———— (Y,p)

Habiendo demostrado que la identidad funciona como unidad y co-unidad,
se obtiene que Ti(nxr)) : (X,qr) — (X,qr,,) tiene como funcién
subyacente a la identidad. Dado que la funcién identidad
E(Xaqr) ¢ (X.4qr,,) = (X,qr) es morfismo y por la definicién de Geconv-
continuidad, podemos concluir que gr = gr, , - Siendo iguales estas estructu-
ras, €(x q5) ¥ 11(n(x,r)) son morfismos indentidad sobre (X, gr). Esto trivia-
liza las identidades triangulares e1, o 7117 = 17y, dado que ambas funciones
del miembro izquierdo son 17,. Andlogamente se puede demostrar esto para

Wls onw, = 1W1-

Teorema 2.8. La funcion identidad ¢, : (X, qr,) — (X, q) es Gconv conti-
nua.

Demostracion. Sea (F,x) € qr,. Por construccion se tiene que
I(z,U) € Ry|F 2 U1].

Nuevamente por construccion, tenemos que 3(G,x) € ¢[U =()G], lo que
implica que U1 D G,y por lo tanto (UT,x) € q. Por las inclusiones F 2O
U1 2 G concluimos que (F,z) € q O
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Teorema 2.9. La funcion identidad ng : (X, R) — (X, Ry, ) es %1 -continua.

Demostracion. Sea xRU. Por definicién, (U1, x) € qr. Dadoque U = (N UT,
concluimos que x Ry, U. U

Ejemplo 2.10. Sea (X, R) un %, -objeto.

Si (X, R) es un #1-objeto tal que X € R, entonces (F,z) € qr para
toda F € F(X). En este caso obtenemos la inclusion propia R & Ry,

Sea X = (0,1] C R. Definase V' como el filtro generado por la familia
{(0,6] ] 0 < 6 <1} yq(x)denota el conjunto {F € F(X) | (F,x) € ¢q}. Sea
(X, q) tal que q(1) tiene como miembros 1, V' y todos los superfiltros de V.
Entonces qp, (1) = {1}. En este caso obtenemos la inclusion propia qr, & q.

La siguiente observacion nos sera util para demostrar el posterior teorema.

Observacion 6: Sea I un conjunto no vacio, M = {F;}icr CF(X)y N =
{U{g(}ier | g € TTies Fil-

1) M = N.
2) SiL={NFi|ie€l}entonces( (1M = L.

1) Para (\M C N,siU € (| M, es suficiente elegir g tal que g(i) = U
para toda ¢ € I. Para N C (| M es suficiente ver que, para cada i e I,
9(1) € U{9(2) bier-

2) Para (\/(1M 2 |J L solo observese que (| M C F;, paracadai € I.
Para (VM C L, véase (Y M como N = {{U{g(i)}icr | g € [;c; Fi}-
Sea z € ([ M. Esto significa que, para cada g € [[,; F;, existe un i tal que
z € g(i). Supdéngase que z ¢ | J L, esto implica que, para cada i € I, podemos
elegirun A; € F; tal que z ¢ A;. Si definimos §(7) como A; se tiene que
z ¢ |J{9(4) }ier, una contradiccion.

Restringiendo el funtor 77 sobre %; y Wi sobre Kent, Lim, Prtop y
Top (que serdn denotados por T,, y W,, respectivamente) obtenemos el si-
guiente:

Teorema 2.11. Hay una situacion de adjuncion entre las siguientes catego-
rias:

(a) %5y Kent
(b) %3y Lim
(c) %4y Prtop
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(d) %5y Top
a través de los funtores T y W1 restringidos a dichas categorias.

Demostracion. (a) Ty esta bien definido:
Sea (X, R) € %9, (F,z) € qg. Por construccién U [x R U&F 2 UH]. Por
la propiedad (RT3) tenemos que x R U U{x}. Dado que F Nz 2 (UU{z})T,
podemos concluir que (F N &, ) € qg.

W5 esta bien definido:
Sea (X, q) € Kent, z R, U. Por construccién 3(F,z) € ¢[U = F # 0].
Por la propiedad Kent, se tiene que (F N &,2) € g. Por la observacion [f]
(eligiendo M = {F,&}) se tiene que (| (F Nz) = U U {z}, y debido a la
definicion del funtor obtenemos que = R, U U {z}.

(b) T3 esta bien definido:
De manera similar a (a), se puede demostrar ficilmente que F,G € qr(z),
obtenemos asi que existen U,V C P (X) talesque F 2 UT,G D V1,2 RU
y z R V. Finalmente, por F NG 2 (U U V)1 (Observacién @) concluimos
que F NG € qr(x).

W3 esta bien definida:
Nuevamente, por la técnica usada en (a) y por la Observacién|[6] se tiene que,
siz Ry Uy xR,V entonces existen F,G € ¢(z) talesque (V| F =U # 0y
NG =V #0.Pero(VFNG=UUV,Io cual implica que xtR,U UV.

(c) T} esta bien definida:
Sea (X, R) € #4. Por la Observacién@tenemos que (regp(a) F 2 %

W, esta bien definido:
Sea (X, q) € Prtop. Por Observacion [6] tenemos que (7, = (N q(z) =
UINFi i e I} = ..

(d) T3 esta bien definido:
Sea (X, R) € #5.Sea U € ¥, tdbmese V como %,. Si y € V, entonces

v’ [y cU'&x R U’]

esto en conjuncién (RT5) implica que %, C %, y esto que %, € ¥, por lo
tanto U € ¥,. Esto demuestra que (X, gr) es un espacio topolégico. Obsér-
vese que ¥, = %,1 para todo x, entonces (X, gr) siempre es un espacio de
Alexandroff.
W estd bien definido:

Sea (X,q) € Top, zR,U y y € U. Por (c) sabemos que (¥, = %.y €
U implica que existe (F,z) € g tal que y € (| F = U. Esto implica que
VV € Yy € V]. Sea V. € ¥, debido a que (X, q) € Top tenemos que
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V' € ¥, [Vz € V' [V € #.]], en particular V' € ¥,. Por lo tanto %, C V.

Dado que V era arbitrario, %, C (| ¥, = %,.
OJ

Después de lo desarrollado hasta aqui, surgen las siguientes cuestiones
de manera natural: Cuales propiedades el funtor W7 preserva, y como serian
enunciadas en #; constructos.



lll. SUBFILTROS EN MARCOS DE CONVERGENCIA

I11.1. Introduccion

En 2020, F. Mynard y J. Goubault-Larrecq publican Convergence Without
Points[[1]; trabajo en el que introducen una teoria de convergencia en reticulas
que permite representar la convergencia de Geonv sin puntos. El constructo
Gceonv se muestra como una subcategoria correflexiva de la categoria opuesta
propuesta en el articulo (explicaremos a detalle que significa esto mas ade-
lante). Aln mds, extienden esta dualidad de subcategorias coreflexivas entre
subcategorias reflexivas de Geonv (Lim,PreTop, Adh y Top ) y subcategorias
reflexivas de la categoria Reticulas de convergencia propuesta.

Es de remarcarse que cuando la categoria subyacente usada para la cate-
goria Reticulas de convergencia es la categoria de CoMarcos, CF, todas las
categorias propuestas son topoldgicas.

I11.2. Antecedentes

En esta seccién presentaremos algunas definiciones y resultados basicos
de [7] con el objetivo de hacer més fluida la lectura de las subsecuentes seccio-
nes, sin embargo habra resultados o definiciones de dicho articulo que también
serdn usados posteriormente de los cuales solo se hard referencia.

Definicion 3.1 (#-objeto de convergencia). Sea € una categoria de cuiia-
semirreticulas. Un %€ -objeto de convergencia es un objeto L de € junto con
una funcion limyp, : F(L) — L que es mondtona.

La categoria €S tiene por objetos los €-objetos de convergencia, y
como morfismos ¢ : L — L' los morfismos de L a L' de ¢ que son continuos,
en el sentido de que para cada F € F(L'),

limy, F < (limy, ¢~ H(F))). (3.2.1)
Endonde o1 (F) = {¢ 1 (U)|U € F}.

Los autores explican claramente la motivacion para la desigualdad que de-
fine la continuidad, que podemos resumir de la siguiente manera:

19
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Si (X, q) es un Gconv objeto, y F un filtro de conjuntos sobre X, defi-
nimos lim, F = {z € X|(F,z) € ¢}. Asi, podemos ver que la desigualdad
[3.2.1] es una reformulacién de la desigualdad (contencién) de continuidad en
Gconv para un morfismo f : (X, q) — (Y,p)

limy F C £~ (lfmy, f(F))

reformulada para la funcién inversa de f, es decir, para ¢ : PY — PX,
donde ¢(U) := f~1(U). Obsérvese que o1 (F) = f(F) p.[2).

(,Qué tipo de categorias de cufla semirreticulas se pueden usar? En [[7], 2.5]
dan una definicién que, aunque no minima, bastante general de que tipo de
categorias se pueden considerar para esta construccion:

Definicion 3.2. Una categoria ¢ de cuiia-semirreticulas es admisible si y solo
Si:

* para cada conjunto X, P(X) es un objeto de €;

* existen dos clases de conjuntos indicadores .9y ¢ tal que, para todos
los objetos de L y L' de ¢, los morfismos de L a L' son exactamente las
funciones mondtonas que preservan todos los infimos I-indicados que
existen en L, con I € .7, y todos los supremos J- indicados que existen

enL,conJec ¢.

Para nuestro trabajo bastard observar que las categorias de cufia-semirreticulas,
reticulas, marcos y comarcos, con morfismos de cufia-semirreticulas, reticulas,
marcos y comarcos, respectivamente, son categorias admisibles.

Proposicion 3.3 ([5, 2.6]). Sea € una categoria admisible de cuiia-semirreticulas.
Existe un functor P : Geonv — (€'S°™)P definido como sigue:

* En objetos: P(X) es el conjunto potencia de X, con el orden de la
inclusion C, y con limp(xy F = {r € X|F — x},

» En morfismos: P(f)(S) = f~1(S), para toda funcién continua f :
X —-Yycada S € P(Y).

Para construir el funtor de regreso pt : ¢Geonv _y Geonv es necesario
restringirse a categorias admisibles de reticulas.

Definicion 3.4 ([5, 2.8]). Sea € una categoria admisible de reticulas. Para
cada €-objeto de convergencia L, los puntos de L son los morfismos de L a
P(1) en €. Denotaremos con pt L al conjunto de puntos de L.
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Después de su definicidn, los autores exhiben la caracterizacion de los pun-
tos de L € €SV para cuando ¢ es una categoria de reticulas, marcos y
comarcos. A continuacién escribimos las observaciones mds relevantes con
respecto a nuestro posterior trabajo.

Observacion 7: En todos los casos ¢ : L — P(1) es continua, si y solo si
o(limp, ¢~ 1(G))A = 1 paratodo filtro G en P(1), siy solo si ¢(limz, 1 ({1}))
=1, si y solo si limy, F € F, donde F es el filtro o~} ({1}).

Para definir un operador lim en pt L, se introduce la siguiente nocién. Para
cada filtro F de subconjuntos de pt L, F° serd el correspondiente filtro en L.

Definicion 3.5. Sea € una categoria de reticulas, y L un €-objeto de con-
vergencia. Para cada ¢ € L sea (® el conjunto de puntos ¢ € pt L tal que
e(f) = 1.

Para cada F € FP(pt), sea:

Foi={le Lt c F}.

Después proceden a demostrar algunas propiedades sobre el operador ( )®,
con las cuales pueden justificar la siguiente

Definicion 3.6. Sea ¥ una categoria de reticulas. Para cada €-objeto de
convergencia L, se define limpp 1y F como (limy, F °)®. En otras palabras,
F — xenpt L siysolosiz € (limy F°)°.

Naturalmente después proceden a demostrar que, efectivamente, define un
espacio de convergencia.

Lema 3.7 (5, 2.21). Sea € una categoria de reticulas. Para cada €-objeto de
convergencia L, (pt L, —) como se definié en es un espacio de convergen-
cia.

Después, es demostrado que los funtores P 4 pt proveen una adjuncién
entre Gconv y (%GCOHV)OP ([[7, 2.24]). También se agregan detalles sobre la
unidad de la adjuncion, nx : X — ptP(X). Esta envia z a P(T) € pt P(X),
donde 7 : 1 — X manda el tinico elemento de 1 al elemento x. Si procedemos
igualando puntos con filtros (¢ € pt(L) con ¢~1({1})), entonces nx manda
x al filtro principal 2.

Lema 3.8 (5,2.26). Sea ¥ una categoria admisible de reticulas. La funcion
nx : X — pt (PX) es inyectiva e inicial. Ademds, es un isomorfismo si € es
una categoria admisible de marcos o comarcos.
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Escribimos la demostracion a continuacién ya que puede servir a familiari-
zarse con los operadores ()® y ()° asi como para agregar algunos pasos que no
estdn expresados en el articulo original y que pueden ayudar al lector a seguir
la prueba mas facilmente.

Demostracion. Primero identificamos los puntos de P(X) con los filtros pro-
pios U, que ademds cumplen que limpxyU € U, como se menciona en la
observacion (7| Entonces nx(z) = @,y ¢* = {U € ptP(X)|¢ € U} para
todo £ € P(X). Que nx es inyectivo es claro. Para demostrar la inicialidad
obsérvese lo siguiente. Sea F € FP(X), entonces (nx[F])° es el conjunto de
elementos ¢ € P(X) tales que ¢* € nx[F], i.e., tales que n;{l(é') € F. Ahora,

MR () = (o € X|i € 07)
= {z € X|l € i} (3.2.2)
={zeXlzel}=1¢

Por lo tanto (nx[F])° es F. Se sigue que

Hmp(pep(x)) nx [F] = (Hmp(x) (nx[F])°)" = (limpxy F)*. (3.2.3)

En particular, para cada = € X, nx[F] converge a nx(z) si y solo si
nx(z) € (h’mp(x) .7-")', siysolosit € (h’mp(x) f)' siy solosilimp(x) F €
@ siy solosiz € limp(x) F.

Con lo anterior es facil ver que nx es inicial. Sea f : ¥ — X funcién
tal que nx o f es continua. Si y € limpy G, entonces nx[f[F]|] converge a
nx(f(y)) y por lo tanto f[G] converge a f(y).

Si % es una categoria admisible de marcos, por [7, Observaciones 2.11,2.16],
sabemos que los tnicos puntos de pt PX son los filtros principales &, asi que
nx es sobreyectiva, y por la ecuacion [3.2.3] se concluye que es isomorfismo.
En el caso de comarcos se proceden usando [[7, Observaciones 2.13,2.17]. [

Un funtor que tiene un adjunto izquierdo fiel y pleno es llamado correflec-
tor. Se sabe también que un correflector es también un adjunto derecho cuya
unidad es un ismorfismo, como es mostrado en [13} 4.5.13].

Por lo anterior, se deriva el siguiente

Corolario 3.9 (5, 2.27). Sea & una categoria admisible de marcos o comar-
cos. Geonv es una categoria correflexiva de (<g Gcon")Op, a través del corre-
flector pt.
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El corolario anterior se puede entender en términos usuales de correflexién
de la siguiente manera:

La categoria Gconv se estd considerando como subcategoria de ¢ &°onv
a través del funtor IP. No se pierde informacion alguna de este modo, ya que
se demostré anteriormente, Lema [3.8[recordemos que estamos suponiendo
que ¥ es categoria de marcos o comarcos), que 7x es un isomorfismo. Asi,
lo que afirma el corolario es que, dado un (CKGC""")OP objeto, (L,limyp),
existe un morfismo ¢y, : P(Z) — (L,limz) tal que para todo morfismo
f:P(X) — (L,limy,) existe un morfismo f’ que hace conmutar el siguiente
diagrama (Z y X € Gconv):

(L,1imp)

RS

P(X)TP(Z)

El diagrama anterior se encuentra en (%GC"“V)OP, asi que al trabajar con
los morfismos en € SRV jnvertimos las flechas. Cuando se afirma en el coro-
lario que pt es el reflector, es porque tanto Z como f’ los obtenemos a través
de dicho funtor, concretamente:

(L,lfmy)

o

Donde el diagrama anterior se encuentra en ¥ y ¢ es la counidad
de la adjuncién que envia £ a £°.

[11.3. Submarcos de Convergencia

El estudio de los subespacios en Gconv lo hacemos a través de los mo-
nomorfismos extremales, si queremos trasladar este estudio a Frm&eonve?
debemos entonces, primero identificar a los epimorfismos extremales en Frm.
En [11} 1.1.3] es demostrado que estos son exactamente los Frm-morfismos
sobreyectivos. Sin embargo, nosotros no estamos trabajando en Frm sino
en Frm&eonv, por lo cual debemos considerar la estructura de convergen-
cia de los marcos; pediremos entonces que el Frm-morfismo sobreyectivo
¢ : L — L' C L ademds sea Frm®°°™ final.
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Dado que (%S )°P replica una especie de Conv espacios, nos gustarfa
que un ¢°P-monomorfismo extremal ¢* : L' — L donde L' C L tiene la
(€' GCOnV)oP estructura inicial con respecto a ¢, determina un subespacio en
Conv bajo el funtor pt. Esto es equivalente a pedir que el ¥-epimorfismo
extremal ¢ : L — L' donde L’ tiene la ¥ F¢°™Y estructura final con respecto a
, determina un subespacio en Conv bajo el funtor pt. Se vera que, de hecho,
este es el caso.

Pero para demostrar eso, serdn necesarias las siguientes dos proposiciones.

Proposicién 3.10. Sea ¢ : (L,limp) — (L',limp/) un €S -morfismo.
Entonces pt p(y) € [£]* siy solo siy € [p(¢)]°.

Demostracion. Para esto indentificamos los puntos del marco de convergencia
con sus filtros y hacemos uso de [[7, 2.25] para interpretar a pt ¢ como ¢!,
Asf que lo que serd demostrado es que 1 (y) € [(]® siy solosiy € [p(£)]°.
Pero el enunciado izquierdo es equivalente a £ € ! (y) y el derecho a ()

S
1. ]

Proposicién 3.11. Sea o : (L,limz) — (L/,limz/) un €S -morfismo y
F € F(pt(L')) entonces (¢~ F])* = o1 (F)°.

Demostracion. Noétese que en la primera expresion (a la izquierda de la igual-
dad), ! es interpretada como pt ¢ : pt((L’,1im/)) — pt((L,limz)) mien-
tras que en la segunda como la imagen inversade ¢ : (L,limy) — (L', limy/).

Por definicién ¢ € (o 1[F])" siy solosi £* € ¢~ ![F]siysolosi IF €
F ol [F] C ¢*] siysolosiIF € FVy € F [p~ ! (y) € £°].

A la derecha de la igualdad tenemos que £ € ¢~ 1(F°) siy solosi p(¥) €
F° siysolosip(f)* € Fsiysolosi dF € F[F C ¢({)®%] siy solo si
dF € FYy € Fly € p(£)*].

Por [3.10]ambas expresiones son equivalentes. O

Proposicién 3.12. Sea ¢ una categoria de (coymarcos y (L, limy) un €G-
objeto, ademds ¢ : L — L' es un ¢-epimorfismo, donde L' C L tiene la
&GOV estructura final con respecto a . Entonces pt(L') es un subespacio

de pt(L) en Convy.

Demostracion. Mostraremos que pt(¢) : pt(L') — pt(L) es un monomorfis-
mo y que pt(L’) tiene la estructura inicial con respecto a pt .

Si identificamos los elementos de pt L y pt L’ con sus respectivos filtros,
por [7, 2.25] sabemos que pt p(x) = ¢~ !(x). Por lo tanto, sean x,y € pt L'
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tales que pt p(z) = ptp(y), ie. o 1 (z) = ¢ !(y). Dado que ¢ es sobre,
tenemos que
z=pp H(z) = el (y) =y

Ahora verificamos que lim; 7/ es la estructura inicial con respecto a
o1 (pt L', limpe ) — (ptL,limy ). Sea (Y,7) un Geonv-objeto y
f:+ (Y,7) — (L',limp 1) una funcién tal que ¢! o f es un Gconv-
morfismo, se demostrard que f tambien es un Gconv-morfismo.

Sea y € lim, F. Entonces ¢! o f(y) € limp; 1 o~ 1(f(F)). Esto dltimo
es equivalente a ! o f(y) € [lim (¢! f(F))°] .

La Proposicién [3.11]implica que ¢~ (f(F))° y (¢! f(F))° son lo mis-
mo, asi que por la Proposicién [3.10]obtenemos que es equivalente a

f(y) € [p(imp o7 (F(F)*)]°
Lo que prueba que f es continua. O

Aln mads, los ¥-epimorfismos extremales (equivalentemente, sobreyecti-
vos) ¢ : L — L' donde L' tiene la estructura final con respecto a ¢, también
incluyen la imagen bajo PP de las inclusiones de Gconv:

Proposicion 3.13. Si (X, 7) es un Geonv-objeto y (X', 7') un subespacio de
el, entonces (PX', limpy) tiene la estructura final con respecto al morfismo
sobreyectivo Pi : (PX,limpyx) — (PX’, limpx).

Demostracién. El morfismo Pi es definido como i 1. Sea A € PX’, entonces
i~'(A) = A, demostrando que es un morfismo sobreyectivo.
Notese ahora que:

lim[pX/ F = (limL ﬁ) nx
=i~ '(limp, F7)
i~ (limp, i(F))

Por la Observacion [7, 2.4] obtenemos que i1 es final. O

Aun més, comportdndose como una categoria topoldgica, podemos probar
que

Gconv

Teorema 3.14. Los Frm epimorfismos extremales con Frm estructura

final son exactamente los Frm &Y -epimorfismos extremales.
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Demostracion. Supdngase que ¢ : (L,limy) — (H,limg) es un Frm-mor-
fismo extremal y lim es final con respecto a .

Empecemos suponiendo que ¢ = f o m con m un Frm©°°™ monomor-
fismo.

Dado que ¢ es un Frm epimorfismo extremal entonces m es un Frm
isomorfismo. Se sigue que f = fold = fo(mom™) = (fom)o
m~ = pom ™!y por la finalidad de lim z concluimos que mn es un Frm©°nv
isomorfismo.

Ahora supondremos que (L, 1imy) — (H,limy) es un Frm&°°nY epi-
morfismo extremal. Podemos factorizar ¢ de la siguiente manera:

LK@/H

X/

Estamos dotando a X/7, de la estrcutura final, también nétese que s es
una funcién inyectiva. Dado que ¢ es un Frm©©°™Y epimorfismo extremal y
X/n, tiene estructura final, m es un Frm©°°®Y isomorfismo. Por lo tanto H
tiene estructura final. O

Obsérvese que en Geonv, monomorfismos extremales satisfacen miuilti-
ples propiedades; por ejemplo, sea f : (X,p) — (Y,¢) un monomorfismo
extremal, si A, B C f(X)y A # B, entonces f~1(A) # f~1(B), que
pudiera parecer trivial, pero es un comportamiento que no podemos asegu-
rar en los submarcos, esto es, si ¢ : L — H es un epimorfismo extremal,
t = N{{ € LipW¥) = T}, £,¢' < tconl # ¢ no podemos asegurar que
©(£) # (). Ni siquiera podemos asegurar que p(t) = T (!).

Por lo anterior, para el estudio de submarcos de convergencia pediremos
propiedades adicionales:

Definicién 3.15. Decimos que un Frm©eonv

epimorfismo extremal
¢: (L,)imp) — (H,limg)
es un submarco de convergencia si:

o) p(t) =T, dondet= N\{l € Llp(l)=T},

e)  es inyectiva sobre {t}].
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Nos gustaria que Frm&°°™" reflejara las propiedades de subespacios en

Gconv, por ejemplo, todos los submarcos de convergencia deberian ser fac-
torizables a través del morfismo correspondiente al “encaje”.
Sean (X, 7) y (Y,0) Gconv objetos tales que (X, 7) es subespacio de

(Y,0), i.e. la funcién = +» x es un morfismo inicial. Entonces P(i)(A) =
AN X, lo que puede ser escrito como A A X y esto como A A T.
Como nos gustaria, con la definicién pasada se cumple el siguente

Teorema 3.16. Todo submarco de convergencia ¢ : (L,limy) — (H,limpy)
puede ser factorizado a través del morfismo x v x A t definido de (L,limy)
a (L', limy), donde L' = {t}] y limy, es la estructura final con respecto a t.

I1.4. Subfiltros

La Definicion [3.15] sugiere estudiar las propiedades de los submarcos de
convergencia, sin embargo, como se ha visto en otros trabajos del campo de
convergencia a través de filtros, el concepto de filtro presenta mayor libertades
y facilidad de generalizacién que un concepto de una categoria en especifico.
Por lo anterior, en lugar de estudiar casos con un submarco de convergencia
con una propiedad p, se estudiardn los casos con subfiltros con la propiedad p;
se verd que, como es deseado, estos resultados se cumplirdn para los submarcos
de convergencia.

El Teorema|[3.16/muestra que trabajar con un submarco de convergencia de
Frm &V es equivalente a trabajar con un elemento especifico de L, ahora
veremos que sus propiedades son preservadas por su filtro principal.

Definiremos nociones equivalentes a compacidad y cerradura de Gconv
en Frm®®°"V_ Recordemos primero las definiciones en Gconv (véase [6]
para un desarrollo més detallado).

Si Ay B son subconjuntos de (X, ¢), espacio de convergencia, decimos
que A es {-compacta en B, si paratodo H € FX,

AeH* = adhe HNB # 0, donde adhe H := | ] lm¢ F. (3.4.1)
FeH#

En particular, decimos que un conjunto A es compacto si es compacto en
¢l mismo.
Esta definicién se puede generalizar para familias como sigue:
Sea (X, &) € Geonv, y A, B C PX. Decimos que A es compacta en B
si
VH € FPX |H#A = adhe H € B (3.4.2)
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Como se espera, (3.4.1) es un caso especial de . Si{A} C AC AT
y {B} C B C BT, entonces .A es compacta en B si y solo si A es compacto
en B. De igual modo que para los conjuntos, una familia A es compacta si lo
es en ella misma.

Con base en las previas definiciones, procedemos a dar nuestra definicién
para %Gconv:

Definicién 3.17. Sea (L,limy,) un marco de convergencia. Un filtro F € FL
es compacto si

VG € F(L), G#F = adhym, G#F

También es sabido para Gconv que, la propiedad de ser compacto puede
ser enunciado en términos de ultrafiltros, en efecto: Un filtro F es compacto
en B siy solo si

VU € U(F) [imU N B # (]

La Definicién [3.17]estd en sintonfa con esta propiedad:

Proposicion 3.18. Sea (L,limy,) un marco de convergencia, F € F(L) es
compacto si’y solo siNU € U(L) (% #F = im U #F|

Demostracion. Supéngase F es compacto; basta observar que adh U/ = lim U/
cuando U es ultra filtro.

Ahora, sea G € F(L) y G#F, existe Z € U(L) tal que F,G C %, por
lo que % #F asi como % #G. Sea f € F, entonces

L <limUAN f<adhGAf

en donde la primera desigualdad es porque la hipdtesis y que U se mezcla con
F mientras que la segunda es por que I/ se mezcla con G. O

Observacion 8: Se puede verificar que la imagen bajo el funtor P de un Gconv
espacio compacto es Frm @™ compacta (Solo témese F = {T}1).

Definicién 3.19. Sea (L,limy,) un marco de convergencia. Un filtro F € FL
es cerrado si

adh F < \ F

Observacion 9: Si (X', ¢’) es subespacio de (X, q) con X’ C X en Gceonv,
entonces P((X’,¢’)) es un submarco de convergencia cerrado de P((X,q))
(X' es un elemento cerrado en P((X, q))).
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Teorema 3.20. Sean (L,limp) un marco de convergencia, G > F filtros sobre
L, F compacto y G cerrado. Entonces G es compacto.

Demostracion. Sea %/ € U(L) talque 2 G O F,entonces lim % #F, por
la compacidad de JF, y por lo tanto lim % > 1. Entonces por ser G cerrado
obtenemos que, para todo g € G

L<lim# <adhG= \/ lm# < \G<g
wel(G)

asi que, im % A g = lim % > L y por lo tanto lim % #G. O

Corolario 3.21. Si (L,limy) es un marco de convergencia compacto y
(L', 1im"}) es un submarco de convergencia cerrado de él, entonces (L', 1im’ )
es compacto.

Asi, el comportamiento topolégico de que los subespacios cerrados en
compactos son cerrados en Gconv es reflejado en Frm ™V De hecho, pue-
de ser demostrado que esto es cierto para D-compacidad.

La propiedad equivalente a “imagen de compactos es compacta” también
es preservada en Frm©oonv.

Gconv

Teorema 3.22. Sea g : (L,limz) — (H,limpy) un Frm
F € F(H) es compacto, entonces g~ (.F) es compacto.

morfismo. Si

Demostracion. Sea { € L tal que g({) € Z. Sea J##g~ ! [F], entonces
g [ #.%. Dado que .% es compacto tenemos que adh [#7] #.%, y particu-
larmente, adh [7Z] A g(¢) # L, i.e.

\/ lmw Age) # L
W #gl A

Como L es un marco, esto implica que 3W [im #" A g(£) # L & W #g [A]].
Dado que g es un Frm©°™ morfismo entonces lim # < g (lim g~ (W)),
lo cual implica que

L#AMm# Ag(l) < g(limg™" (#)AL)

y dado que g es un Frm morfismo, implica que lim g~ (#) A £ # L, 1o que
concluye la prueba. O

Un espacio Hausdorff de convergencia es definido como uno donde cada
filtro F satisface que lim F = () o lim F es un singular.
Este comportamiento puede ser imitado con la siguiente
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Definicion 3.23. Decimos que un marco de convergencia (L,limy) es Haus-
dorff si, VF € F(L) lim F = L o lim F es minimo en L \ {L}].

Se deduce directamente que la imagen P((X,q)) de cualquier espacio
Hausdorff de convergencia es un marco de convergencia Hausdorff.

Reflejando propiedades de convergencia deseadas, Frm &V satisface el
siguiente

Teorema 3.24. Sea (L,limy) un marco de convergencia Hausdorff y F un
filtro compacto sobre F(L) entonces F es cerrado.

Demostracion. Tenemos que demostrar que

\/ lm#% =adhF < /\F.
U €U(F)

Sea % € U(F) demostraremos que Vf € F [lim % < f].

Por compacidad obtenemos que lim % #F, y por lo tanto lim % > L.
Ya que (L,limy) es Hausdorff, lim % es minimo en L \ {L}. Y dado que
lim% > 1 entonces Vf € F[im% A f > L], y por ser lim %/ minimo,
tenemos que lim % =limZ A f < f.

lim#z < N\ f

feF



IV. CONCLUSIONES

Mais allé de los resultados matematicos que se encuentran en los capitulos
2]y Bl queremos resaltar dos reflexiones derivadas del trabajo.

La primera, un poco mas especifica, es que en ciertos contextos, la topolo-
gfa sin puntos es una representacion mds pragmadtica. Usando el ejemplo dado
por Picado y Pultr; supongamos que se estd calculando v/2, naturalmente se
van produciendo aproximaciones numéricas, aproximaciones que pueden ser
interpretadas como el proceso de ir acotando lugares de extencion no trivial

1.(regi6n borrosa ), 1.4(regidn borrosa ),

1.41(regi6n borrosa ), 1414(regién borrosa ), ...

esto ultimo corresponde a adoptar un actitud sin puntos: el espacio (en este
caso la recta real) es un conglomerado de lugares, regiones de extencién no
trivial, de alguna manera relacionadas entre ellas, los puntos son sé6lo abstrac-
ciones de los “centros” de sistemas de regiones que se van reduciendo. No son
muy realistas.

El ejemplo de Picado y Pultr es para mostrar que hay situaciones comunes
y muy concretas en donde una aproximacion desde la perspectiva sin puntos
es mds natural; contindian afiadiendo que en la mayoria de los espacios que se
usan normalmente, los puntos pueden ser reconstruidos cuando se necesite a
partir de la informacion “real”.

Explicar como estan relacionados de alguna manera es mucho mas facil
a través de la perspectiva de filtros; pero el filtro de vecindades es sélo un
caso particular de como los filtros “relacionan de alguna manera” las regiones.
Podemos prescindir de la topologia, y por lo tanto de la vecindad de filtros
y aun asf utilizar los filtros como sistemas de regiones que “sefalan de algtin
modo” a la abstraccién del punto.

La segunda reflexidn, un poco més general, es sobre el concepto de ad-
juncién. Cuando uno estudia la definicién de limite en cdlculo, se dan varios
ejemplos de como interpretarse qué es un limite; usualmente estos ejemplos o
nociones, si bien intuitivas o familiares, no son capaces de usarse sistematica-
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mente en todos los escenarios que nos gustaria o de hacerlo sin contradiccio-
nes, algunos de estos ejemplos o nociones son rescatados de los siglos XVI'y
XVII, cuando grandes resultados de lo que hoy conocemos como célculo fue-
ron obtenidos, a pesar de no contar con una definicién formal o consistente.
También se suelen brindar ejemplos formales y consistentes pero que son ca-
sos particulares de lo que se pretende sea un limite. Cuando es necesaria una
herramienta que nos permita usar o resolver lo que esperariamos de un limite
nos topamos con definiciones formales intransigentes, significan lo que dicen,
ni mds ni menos. Esas definiciones capturan propiedades que deseamos que
tengan pero tenemos que someternos a que todo lo que cumpla la definicién
sea un limite, incluso si no teniamos contemplado ese escenario inicialmente,
y que algunos elementos no serdn un limite aunque la intuicién nos dijera que
si. La definicidn de limite que se use crea y ocupa un lugar, valgase la expre-
sioén, definitorio de la teoria, es decir, configurard que resultados obtendremos
de ella y como los interpretamos.

Al desarrollar el trabajo presentado en este trabajo, encontramos similes
entre la situacién descrita previamente y la definicién de adjuncién. Se pueden
dar multiples casos y nociones de lo que se busca que represente la definicién
de adjuncién (y lo hace), asi como casos concretos que se espera sean casos
particulares de adjuncién (y lo son); y sin embargo, la definicién de adjuncién
por si misma, configura nuestra percepcion al relacionar dos categorias por ser
similares.

Una adjuncién nos permite traducir una propiedad a un nuevo territorio
donde tal vez no habia forma natural de enunciar esa propiedad. Y al terminar
de escribir la oracién anterior construimos el ouroboro de lo que se ha estado
discutiendo en los parrafos previos, lo fortalecemos engrandenciéndolo con
una nocién que le atribuimos a la definicién formal de adjuncién.
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