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Capı́tulo 1

Introducción

En la actualidad, las enfermedades de transmisión humano-humano, des-
crita por modelos tipo SIR (gripe, influenza, H1N1, sarampión etc), son de
gran preocupación en la mayorı́a de los paı́ses[6].
Este tipo de enfermedades son recurrentes en todo el mundo y una gran parte
de la población es susceptible de contraerlas. Por eso, todas las medidas pre-
ventivas que los organismos mundiales de salud o los entes gubernamentales
puedan tomar para minimizar las epidemias causadas por este tipo de enfer-
medades, son muy importantes de elaborar.
Muchas investigaciones a lo largo de los años, han demostrado que las ecua-
ciones diferenciales son una herramienta muy útil para modelizar este tipo de
enfermedad, pues permite hacer análisis muy precisos y concretos y de ma-
nera no in vitro [1],[3],[9],[14]; es decir, no es necesario esperar que haya una
epidemia para saber su comportamiento.
Además, con las nuevas tecnologı́as, podemos no solo modelizar la dinámi-
ca de una enfermedad de este tipo. Gracias a las redes complejas, podemos
hacer modelos matemáticos, que describan una región con estructura espa-
cial (paı́ses, estados, ciudades, etc), las cuales pueden subdividirse en regiones
más pequeñas (parcelas, colonias, barrios, etc), que llamaremos parches[1], [10]
,[14]. Esto nos da herramientas para plantearnos un sin fin de preguntas intere-
santes respecto a el comportamiento de este tipo de enfermedades en regiones
más generales.
Una de estas preguntas es: ¿ bajo qué circunstancias una epidemia establecida
en un parche i, de nuestra red metapoblacional podrá o no desencadenar epi-
demias al resto de los parches de la red?.
Esta es una interrogante muy importante para tomar medidas de prevención,
pues nos permitirı́a saber con anticipación, cuales son las regiones donde hay
más posibilidades de que la enfermedad se convierta en epidemia, logrando
ası́ que los entes gubernamentales tomen acciones para evitar estos escena-
rios.
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8 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Esto nos hace tratar de definir un ı́ndice de invasión que llamaremos R∗, el
cual resumirá información de cuándo una epidemia que empieza en un par-
che i en la red metapoblacional, podrá o no invadir al resto de los parches de
la red. Esto nos dará un ı́ndice preventivo que ayudará a evitar epidemias en
regiones de gran vulnerabilidad en el contagio de este tipo de enfermedades.

Este trabajo de investigación se realizará bajo el siguiente esquema.

En el capı́tulo 2 daremos una introducción a los sistemas dinámicos y defi-
niremos las herramientas básicas que nos garanticen la estabilidad de estos.
Describiremos el modelo compartimental SIR el cual modeliza el tipo de en-
fermedades para el cual queremos proponer el ı́ndice de invasión R∗ y se hará
el desarrollo de una técnica para el cálculo del número de reproducción R0
llamada matriz de la siguiente generación.

En el capı́tulo 3 describiremos el modelo metapoblacional de forma general
en el cual está basado nuestro estudio y daremos expresiones explı́citas para
el número de reproducción básico en el caso donde nuestro modelo tenga solo
dos parches.

En el capı́tulo 4 haremos un análisis de distintos escenarios de cómo una en-
fermedad que empieza en un parche i fijo de la red metapoblacional, puede
o no invadir al resto de los parches de la red. Con la ayuda de éste análisis
definiremos el ı́ndice de invasión R∗, el cual resume información de cuándo
una epidemia puede o no propagarse a toda la red.

Por último en el capı́tulo 5 daremos las conclusiones más importantes resul-
tantes de este trabajo de investigación y algunos de los trabajos futuros que se
plantean al definir este ı́ndice de invasión.
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Capı́tulo 2

Preliminares

En esté capı́tulo haremos una descripción de las herramientas matemáti-
cas que utilizaremos en este trabajo de tesis. Iniciaremos describiendo algunos
conceptos básicos de los sistemas dinámicos y una metodologı́a para analizar
su estabilidad. Continuaremos describiendo el modelo epidémiologico com-
partimental SIR, el cual es nuestro modelo principal de estudio para este tra-
bajo de tesis. Posteriormente, describiremos una forma de calcular el ı́ndice
reproductivo básico R0 llamado la matriz de siguiente generación (NGM), la
cual nos dará una herramienta para determinar las condiciones de estabilidad
del sistema SIR.

2.1. Estabilidad de los sistemas dinámicos

Consideremos el sistema autónomo no lineal

ẋ = f (x) , (2.1)

con x(0) = x0, donde x = (x1, x2, ..., xn)T ∈ Rn es el vector de estados, f :
D → Rn, con D ∈ Rn un dominio y f es una función no lineal llamada campo
vectorial, el cual describe la evolución del sistema dinámico (2.1). Asumiremos
que el campo vectorial satisface:

Definición 2.1. [[8], p. 190.] Una función f : D → Rn se llama función de Lips-
chitz, cuando existe una constante L > 0, (llamada constante de Lipschitz de la fun-
ción f ) tal que:

|| f (x)− f (y)|| ≤ L ||(x− y)|| ∀(x, y) ∈ D . (2.2)

Observación 2.1. [[7], p. 89.] Si reescribimos (2.2) como

|| f (x)− f (y)||
||(x− y)|| ≤ L ,

11



12 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

observamos que una recta que una a dos puntos cualesquiera de f (x), no puede tener
pendiente mayor al valor absoluto de L. Por lo tanto, cualquier función que tenga
pendiente infinita en un punto, no es Lipschitz en dicho punto.

La familia de todas las soluciones de (2.1) es llamada el espacio fase. Los
puntos de particular interés en el estudios de los sistemas dinámicos son aque-
llos en el que el campo vectorial se anula.

Definición 2.2. [[7], p. 3.] Un punto x = x∗ en el espacio fase se dice que es un
punto de equilibrio de (2.1), si tiene la propiedad de que, cada vez que el estado del
sistema comienza en x∗, éste permanece en x∗ para todo tiempo futuro. Los puntos de
equilibrio son las raı́ces reales de la ecuación

f (x∗) = 0 .

Definición 2.3. [[13], Definición 1.4, p. 13.] Un punto de equilibrio de (2.1) es ais-
lado si, existe un δ > 0 tal que no existe otro punto de equilibrio en la bola B(x∗, δ) =
{x :| x− x∗ |< δ} .

Observación 2.2. [[7], P 112.] No existe perdida de generalidad en suponer que el
punto de equilibrio está en el origen de Rn, es decir x∗ = 0, dado que cualquier
punto de equilibrio puede ser desplazado al origen mediante el cambio de variable
y = x− x∗.
Notamos que la derivada de ’y’ esta dada por

ẏ = ẋ = f (x) = f (y + x) .

Si definimos g(y) = f (y + x), obtenemos que g(0) = 0. De esta forma, en la nueva
variable ’y’, el sistema tiene el punto de equilibrio en el origen.

Para el enunciado de definiciones y teoremas, vamos a suponer que el pun-
to de equilibrio del sistema (2.1) se encuentra en el origen de Rn.

Definición 2.4. [[7], Definición 4.1, p. 112.] El punto de equilibrio x = 0 de (2.1) es
:

Estable, si para todo ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que

‖ x(0) ‖< δ⇒‖ x(t) ‖< ε ∀t ≥ 0.

Inestable, si no es estable.

Asintóticamente estable, si es estable y δ se puede elegir de tal forma que

‖ x(0) ‖< δ⇒ lı́m
t−→∞

x(t) = 0.
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El requerimiento ε− δ para la estabilidad toma una forma desafió-respuesta;
es decir, para demostrar que el punto de equilibrio del sistema (2.1) es estable,
se tiene que cumplir que, para cualquier valor de ε dado, debemos determinar
un valor δ, posiblemente dependiente de ε, tal que la trayectoria que comience
en un vecindario del punto de equilibrio de radio ε , nunca deje dicho vecin-
dario. En otras palabras, un punto de equilibrio es estable si, todas las solucio-
nes del sistema que comienzan en puntos cercanos del equilibrio, permanecen
cerca de él y más aún, es asintóticamente estable si, todas las soluciones que
comienzan cerca del equilibrio no sólo permanecen cerca de él, sino que tam-
bién convergen al punto de equilibrio cuando t→ ∞.

Retomando el sistema (2.1), por el teorema de valor medio [7]

fi(x) = fi(0) +
∂ fi
∂x

(zi)x, ∀i = 1, · · · , n ;

donde zi es un punto en el segmento de recta que une a x con el origen. La
igualdad anterior es valida para cualquier x ∈ D tal que, el segmento de recta
que conecta a x con el origen se encuentre totalmente contenida D. Ya que
f (0) = 0, podemos reescribir la ecuación anterior como:

fi(x) =
∂ fi
∂x

(zi)x =
∂ fi
∂x

(0)x +

[
∂ fi
∂x

(zi)−
∂ fi
∂x

(0)
]

x.

Por lo tanto
f (x) = Ax + g(x) ,

donde

A =
∂ f
∂x

(0) y gi(x) =
[

∂ fi
∂x

(zi)−
∂ fi
∂x

(0)
]

x .

La función gi(x) satisface

| gi(x) |≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∂ fi

∂x
(zi)−

∂ fi
∂x

(0)
∣∣∣∣∣∣∣∣ ‖ x ‖ .

Por la continuidad de
[

∂ f
∂x

]
vemos que

‖ g(x) ‖
‖ x ‖ −→ 0 cuando ‖ x ‖−→ 0 .

Esto demuestra que en un vecindario alrededor del punto de equilibrio, el
sistema dinámico no lineal (2.1) se comporta como un sistema de la forma:

ẋ = Ax donde A =
∂ f
∂x

(0). (2.3)
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Observación 2.3. A la matriz A se le conoce como matriz Jacobiana del sistema
(2.1).

El sistema lineal invariante (2.3) [7], tiene un punto de equilibrio en el ori-
gen, el cual es aislado si, y sólo si, det A 6= 0. Si el det A = 0, todo punto en
el kernel de A es un punto aislado. Notemos que un sistema lineal no puede
tener múltiples puntos aislados, debido que x∗ y z∗ son dos puntos de equili-
brio de (2.3), entonces por linealidad, todo punto en la recta que conecta a x∗

con z∗ son puntos aislados.

Las propiedades de estabilidad de los puntos de equilibro pueden caracte-
rizarse mediante la ubicación de los eingenvalores de A en el sub-espacio pro-
pio asociados a ellos.

Por la teorı́a de los sistemas dinámicos lineales [12], tenemos que la solución
de (2.3) con condición inicial con x(0) = 0 esta dada por

x(t) = exp(At)x(0) . (2.4)

Si asumimos que A es una matriz invertible, entonces existe una matriz no
singular P (posiblemente compleja), que transforma A en su forma canónica;
esto es,

P−1 AP = J = [J1, J2, · · · , Jn] ,

donde Ji son los bloques de Jordan asociados a los eigenvalores λi de A. El
bloque de Jordan de orden uno tiene la forma Ji = λi, mientras que el bloque
de Jordan de orden n > 1 toma la forma

Ji =


λi 1 0 · · · · · · 0
0 λi 1 0 · · · 0
. . .
. . 0
0 . 1
. · · · · · · · · · 0 λi


n×n

,

por lo tanto

exp(At) = Pexp(Jt)P−1 =
r

∑
i=1

ni

∑
k=1

tk−1exp(λit)Rik ,

donde ni es el orden del bloque de Jordan Ji y R es el rango de la matriz.
Si la matriz A tiene un eigenvalor λi repetido con multiplicidad algebraica
qi, entonces el bloque de jordan asociado a λi tiene orden uno si y sólo si
rank(A− λi) = n− qi.
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Para el sistema lineal (2.3),[13] recordemos que el punto de equilibro se en-
cuentra en el origen. Si el rango de la matriz A es dos, entonces existe P2×2 tal
que P−1 AP = J. Para determinar la forma de Jordan de la matriz A, propon-
gamos el siguiente cambio de variable z = P−1x. Al derivarla obtenemos:

ż = P−1 Ax = P−1 APP−1x = Jz . (2.5)

Teniendo como solución z = eJtz(0). De esta forma vemos que la estabilidad
del punto de equilibrio de (2.1) depende de cómo son las entradas de J.

De lo anterior surgen los siguientes casos:

Eigenvalores reales.

J =
(

λ1 0
0 λ2

)
, (2.6)

con λ1, λ2 ∈ R. En este caso obtenemos la siguiente solución del sistema
(2.5):

z1(t) = z10eλ1t , z2(t) = z20eλ2t , (2.7)

con z10 = z1(0) y z20 = z2(0). Observemos que

z1

z10
=

(
z2

z20

) λ1
λ2

. (2.8)

La ecuación (4.4), describe el espacio fase para tres casos; λ1, λ2 < 0, (lla-
mado nodo estable), λ1, λ2 > 0, (llamado nodo inestable) y λ1 < 0 < λ2,
(llamado punto silla).

El nodo estable y el nodo inestable tienen una dinámica particularmente
simple; para el nodo estable (figura 2.1), todas las trayectorias decaen
al origen, mientras que, para el nodo inestable, todas las trayectorias se
escapan del origen de forma exponencial, o dicho de otra manera, las
trayectorias convergen al origen en tiempo inverso o con t→ −∞.

El término punto silla es particularmente evocado en la descripción de
la dinámica de un punto de equilibro que tiene un eigenvalor positivo,
(inestable) y uno negativo (estable) (figura 2.1). Las únicas condiciones
iniciales que son atraı́das asintóticamente al origen son aquellas en el eje
z1. Todas las demás condiciones iniciales divergen asintóticamente a lo
largo de las hipérbolas descritas por (4.4).

Es importante destacar que los ejes z1 y z2 son los espacios propios aso-
ciados a los eigenvalores. Estos son invariantes en el flujo de (2.3) en el
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Figura 2.1: Nodo estable (izquierda) y punto silla (derecha), [13] , figure 2.1 p,
33.

Figura 2.2: Nodo estable en las coordenadas x y y (izquierda) y punto silla en
las coordenadas x y y, (derecha), [13] ,figure 2.2 p, 34.
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sentido de que las trayectorias que comienzan en los ejes z1 o z2 perma-
necen en los ejes z1 o z2 respectivamente. Adicionalmente, en las coorde-
nadas originales x los espacios fase de la (Figura 2.1) sólo se modifican
ligeramente, ya que la relación entre x y z es lineal, como se muestra en
la (Figura 2.2).

Eigenvalor único repetido con un sólo eigenvector.

En este caso la forma de Jordan J no es diagonalizable pero tiene la forma

J =
(

λ 1
0 λ

)
. (2.9)

De (2.5) vemos que la solución es de la forma

z1(t) = z10eλt + z20eλt ,
z2(t) = z20eλt .

Al dividir z1 entre z2, la forma de las trayectorias en el espacio fase son
como se muestra en la (figura 2.3) y están dadas por

z1 =
z10

z20
z2 +

1
λ

z2ln
(

z2

z20

)
.

Por lo tanto, las trayectorias convergen al origen como en la (Figura 2.1).
Este tipo de punto equilibrio se conoce como un nodo estable impropio
(o simplemente un nodo impropio). Para λ > 0 el nodo impropio se
denomina nodo impropio inestable. En este caso, el eje z1 es el espacio
propio asociado con el eigenvalor λ y es invariante. Sin embargo el eje z2
no es invariante, como lo muestra el hecho de que las trayectorias cruzan
el eje z2 en el espacio fase de la (Figura 2.3).
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Figura 2.3: Espacio fase en el caso un eigenvalor único repetido con un sólo
eigenvector. [13] ,figure 2.3 p, 34.

Eigenvalores complejos.
Aunque en este caso los eigenvalores son distintos, a menos que la ma-
triz de transformación P sea compleja, la matriz A no es diagonalizable;
sin embargo su forma real de Jordan es

J =
(

α β
−β α

)
. (2.10)

Para obtener soluciones de (2.5) en este caso, es útil realizar un cambio
de coordenadas polares de la forma

r = (z2
1 + z2

2)
1
2 , φ = tan−1

(
z2

z1

)
.

En estas coordenadas, las ecuaciones de (2.5) en las nuevas variables son

ṙ = αr ,
φ̇ = −β.

Los espacios fase se visualizan como en la (Figura 2.4). La variable an-
gular φ aumenta a una velocidad fija (las trayectorias giran en sentido
de las manecillas del reloj si β es positiva y en sentido contrario cuando
β es negativa). Además, las trayectorias giran en espiral en dirección al
origen si α < 0, en cuyo caso se hace referencia al punto de equilibrio
como un foco estable. Cuando α > 0, las trayectorias se alejan del origen
en espiral y el punto de equilibrio se denomina foco inestable. Si α = 0,
el origen está rodeado por un número infinito de órbitas circulares ce-
rradas y se denomina centro.



2.1. ESTABILIDAD DE LOS SISTEMAS DINÁMICOS 19

Figura 2.4: Espacio fase con eigenvalores complejos, foco estable (izquierda) y
centro (derecha), [13] ,figure 2.4 p, 35.

El análisis anterior se puede extender a un sistema de dimensión n ≥ 2.

El siguiente teorema nos da condiciones bajos las cuales podemos caracteri-
zar la estabilidad del punto de equilibrio de (2.1), a partir de los eigenvalores
de la matriz Jacobiana J del sistema lineal (2.3).

Teorema 2.1. [[7], Teorema 4.7, p. 139.] Sea x∗ = 0 un punto de equilibrio del siste-
ma no lineal

ẋ = f (x) ,

donde f : D → Rn es continuamente diferenciable y D es una vecindad del origen.
Sea

A =
∂ f
∂x

(x)
∣∣∣∣
x∗=0

,

entonces

El origen es asintóticamente estable si, Reλi < 0 para todos los eigenvalores de
A.

El origen es inestable si, Reλi > 0 para uno o más eigenvalores de A.

Una demostración de éste teorema puede ser consultado en [7](p. 139).

Con el objetivo de ilustra la forma de caracterizar los puntos de equilibrio
de un sistema a partir del teorema anterior, vamos a considerar el siguiente
sistema partı́cular.

Ejemplo 2.1. [[7], Ejemplo 4.15, p. 143.] Consideremos la ecuación del péndulo con
fricción.

ẋ1 = x2 ,
ẋ2 = −a sin x1 − bx2 ,



20 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

el cual tiene los siguientes puntos de equilibrio P1 = (x1 = 0, x2 = 0) y
P2 = (x1 = π, x2 = 0). La matriz jacobiana del sistema esta dada por

∂ f
∂x =

[
∂ f1
∂x1

∂ f1
∂x2

∂ f2
∂x1

∂ f2
∂x2

]
=

[
0 1

−a cos x1 −b

]
.

Para determinar la estabilidad en el origen, evaluamos la matriz Jacobiana en x∗ = 0,

A = ∂ f
∂x (x)

∣∣∣
x=P1

=

[
0 1
−a −b

]
.

Los eigenvalores de A son

λ1,2 = −1
2
± 1

2

√
b2 − 4a .

Notemos que, para todo a, b > 0 los eigenvalores satisfacen Reλ1,2 < 0, por lo tanto,
el punto de equilibro p1 en el origen es asintóticamente estable.

Para caracterizar la estabilidad en P2, evaluamos la matriz Jacobiana en dicho punto
de la siguiente manera.

A = ∂ f
∂x (x)

∣∣∣
x=P2

=

[
0 1
a −b

]
.

Los eigenvalores de A son:

λ1,2 = −1
2
± 1

2

√
b2 + 4a .

Observemos que, para todo a > 0 y b ≥ 0, hay un eigenvalor en el plano derecho
abierto. Por lo tanto, el punto de equilibrio (x1 = π, x2 = 0) es inestable.

Otras técnicas para caracterizar los puntos de equilibrio pueden ser con-
sultadas en las referencias [7], [12], [13]. A continuación, utilizaremos esta me-
todologı́a para caracterizar la estabilidad de un modelo epidemiologio com-
partimental SIR.

2.2. Modelo epidemiológico Kermack-Mckendreick
SIR

A continuación, presentaremos el modelo compartimental SIR para epide-
mias, realizaremos su construcción y su análisis correspondiente.

El modelo compartimental SIR describe la dinámica de una enfermedad trans-
mitida por el contacto o interacción entre los individuos de una población. Se
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asume que una vez infectado, un individuo puede recuperarse y generar in-
munidad a la enfermedad, morir por la misma o ser aislado del resto de la
población. En cualquiera de los casos ya este no podrá transmitir la enferme-
dad a individuos susceptibles.

Su formulación inicia dividiendo la población de N individuos de acuerdo
a tres posibles estados: Susceptibles, infectados y recuperados[3]. S(t) denota
el número de individuos susceptibles de contraer la enfermedad al tiempo t;
I(t) el número de individuos capaces de transmitir la enfermedad; es decir,
individuos infecciosos y R(t) el número de individuos que han perdido la po-
sibilidad de ser infectados, ya sea por haber sido convenientemente aislado
del resto de la población, por haber sido inmunizado o por haber fallecido a
consecuencia de la enfermedad. R(t) es entonces, el número de individuos re-
movidos o retirados de la población en el tiempo t. Aunque los factores por los
cuales un individuo entra a éste último compartimento son diversos desde un
punto de vista epidemiológico, todos son matemáticamente equivalentes ya
que en el modelo los individuos en R(t) no contribuyen a la posterior trans-
misión de la enfermedad.

La variable independiente de este modelo es la variable t y las tasas de transfe-
rencia están dadas por las constantes β y γ. Aquı́ serı́a el cambio en el tiempo
de la densidad poblacional en cada uno de los compartimentos, lo cual pode-
mos expresar como el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales.

dS(t)
dt = −βS(t)I(t)

N ,
dI(t)

dt = βS(t)I(t)
N − γI(t) ,

dR(t)
dt = γI(t) .

(2.11)

La figura (2.5) muestra el diagrama por bloques del modelo y está basado
en las siguiente suposiciones [3], [9]:

1. Un individuo promedio de la población tiene una tasa de contacto β para
transmitir la infección a otros individuos, por unidad de tiempo.

2. La tasa de recuperación es constante e igual a γ; es decir, una fracción
γ de miembros infectados pasa a la clase de removidos por unidad de
tiempo.

3. Todas las muertes son por causas ajenas a la enfermedad; es decir, la
mortalidad por causas naturales durante la epidemia se consideran in-
significantes. También se asume que durante el transcurso de la enfer-
medad la tasa de crecimiento es cero. Esta suposición implica d(S+I+R)

dt =
0, donde se sigue que el tamaño de la población es constante, puesto que
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Figura 2.5: Diagrama por bloques del modelo SIR .

los individuos que murieron debido a la enfermedad siguen siendo con-
tados como miembros de la población. Esta hipótesis es razonable para
epidemias de corta duración.

4. La transmisión de la enfermedad se supone regida por la ley de acción
de masas entre infectados y susceptibles, siendo la tasa de nuevas infec-
ciones proporcional al número total de contactos entre individuos sus-
ceptibles e infectados. Esta suposición es representada por los términos
en el término de incidencia ±βS(t)I(t)/N en las ecuaciones, el cual re-
presenta el número de miembros que pasan de la clase susceptible a la
infectada por unidad de tiempo.

De acuerdo con (2) [3], el número de nuevas infecciones por unidad de
tiempo es β( S

N )I = βSI
N .

La hipótesis (3) estipula que la escala de tiempo de la enfermedad es mu-
cho más rápida que la escala de tiempo de nacimientos y muertes, por lo que
los efectos demográficos en la población pueden ser ignorados.

Consideremos el ”cohorte” de miembros que estaban todos infectados a la vez
y u(t) denota el número de ”in f ectados”, que todavı́a son infecciosos después
de haber contraı́do la enfermedad por unidad de tiempo. Sı́ una fracción γ de
estos deja la clase de infecciosos por unidad de tiempo entonces:

u′ = −γu ,

cuya solución está dada por

u(s) = u(0)e−γs .

Por lo tanto, la fracción de recuperados por unidad de tiempo es e−γs, de modo
que, la duración del perı́odo infeccioso se distribuye de manera exponencial
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con media
∫ ∞

0 e−γsds = 1
γ .

Como S + I + R = N es constante, podemos calcular el compartimento de
los recuperados R en cualquier instante de tiempo por la ecuación R(t) = N−
S(t)− I(t), con lo cual podemos reducir el sistema(2.11) de tres ecuaciones a
uno de dos

dS(t)
dt = −βS(t)I(t)

N ,
dI(t)

dt = βS(t)I(t)
N − γI(t) ,

(2.12)

con condiciones iniciales S(0), I(0), S0 + I0 = N, R(0) = 0.

Observemos que [3]:

dS(t)
dt < 0 y dI(t)

dt < 0 para todo t sı́, y sólo si S(t) < γ
β . Esto implica que si

S(0) < γ
β , entonces dI(t)

dt < 0 para todo t, por lo que la infección desaparece;

pero si S(0) > γ
β , entonces dI(t)

dt > 0 sólo mientras S decrece a γ
β , después de

lo cual dI(t)
dt sera negativa.

La cantidad β
γ es llamada número de reproducción básico y es denotado por R0, el

cual determina si hay una epidemia en la población. Si R0 < 1, la infección se
extingue mientras que si R0 > 1, habrá una epidemia[3],[9]. La definición del
número de reproducción básico R0 es, es el número promedio de casos nuevos
que genera un caso dado a lo largo de un perı́odo infeccioso[5].

El sistema (2.11) tiene como puntos de equilibrio los puntos (S = C, I = 0)
con 1 ≤ C ≤ N. Si hacemos una linealización alrededor del punto libre de
enfermedad (N, 0) tenemos que la matriz Jacobiana evaluada en este punto
esta dada por

B =

 0 β 0
0 β− γ 0
0 γ 0

 .

Al calcular el polinomio caracterı́stico asociado a la matriz Jacobiana B tene-
mos que

P(λ) = λ2(λ− (β− γ)).

Ası́, los eigenvalores asociados a B son λ1 = λ2 = 0 y λ3 = β− γ. Para los dos
primeros eigenvalores, el análisis de linealización no da conclusiones sobre la
estabilidad del sistema (son puntos hiperbólicos). Sı́ el eigenvalor λ3 < 0 en-
tonces β/γ < 1 lo cual hace que no haya epidemia pues R0 < 1.
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Una alternativa para analizar el sistema es el siguiente.

Si sumamos ambas ecuaciones del sistema (2.12), obtenemos:

(S + I)
′
= −γI .

Por lo tanto la función S + I es diferenciable, decreciente y no negativa. Por
lo tanto tiende a un limite cuando t −→ ∞. Del análisis real [8] se tiene que
la derivada de una función decreciente no negativa cuando t −→ ∞ debe ser
cero, esto muestra que:

I∞ = lı́m
t−→∞

I(t) = 0 ,

y por tanto
lı́m

t−→∞
(S + I) = S(∞)

Integrando la suma de las dos ecuaciones de (2.12) de 0 a ∞ se tiene que:∫ ∞

0
(S(t) + I(t))′dt = S(0) + I(0)− S(∞)− I(∞) = N − S(∞).

Ahora, si dividimos la primera ecuación de (2.12) por S y la integramos de 0 a
∞ obtenemos

−
∫ ∞

0

S
′

S
dt = β

∫ ∞

0
I(t)dt ,

el cual resolviendo nos da como resultado

log
(

S(0)
S(∞)

)
=

β

γ
[N − S(∞)]. (2.13)

A esta expresión se le conoce como Relación de tamaño final dado que expre-
sa el número de reproducción básico R0 = β/γ con tamaño de la epidemia.
Vale la pena mencionar que el número de individuos de la población que se
infectan a lo largo de la epidemia es N − S(∞). Esto a menudo se describe en
términos de la tasa de ataque 1− S(∞)

N . [Técnicamente, la tasa de ataque debe
llamarse radio de ataque ya que no tiene dimensiones y no es una tasa].

Ahora bien, para I 6= 0 de (2.12) podemos dividir la segunda ecuación sobre
la primera y obtener[11]:

dI
dS

=
(βS− γ)I
−βSI

= −1 +
γ

βS
.

Al integrar ambos lados y resolver por separación de variable, obtenemos que:

I = −S +
γ

β
log(S) + k ,



2.2. MODELO EPIDEMIOLÓGICO KERMACK-MCKENDREICK SIR 25

donde k es una constante de integración, la cual puede ser determinada por las
condiciones iniciales del sistema S(0) e I(0), obteniendo las curvas integrales
del estado fase (S, I) las cuales están dadas por:

P(S, I) = I + S− γ

β
log(S) = k ,

ası́
P(S(0), I(0)) = I(0) + S(0)− γ

β
log(S(0)) = k ,

por lo tanto

I + S− γ

β
log(S) = I(0) + S(0)− γ

β
log(S(0)). (2.14)

Para calcular el Imax, consideremos I
′
= 0 e I 6= 0 para la segunda ecuación de

(2.12); es decir:

(S− γ

β
)Iβ = 0 ,

con lo que S = γ
β .

Luego, sustituyendo en (2.14) obtenemos que:

Imax = −γ

β
+

γ

β
log
(

γ

β

)
+ S(0) + I(0)− γ

β
log(S(0)).

Por otro lado, analicemos la primera y última ecuación del sistema (2.11).

Para S 6= 0 e I 6= 0, [11] dividiendo la segunda ecuación con la tercera ob-
tenemos que:

dS
dR

= − βSI
γI

.

Integrando y resolviendo por separación de variables obtenemos:

−γ

β

∫ ∞

0

dS
S

=
∫ ∞

0
dR.

Integrando esta expresión, tenemos como resultado:

− log(
S(0)

S
) =

β

γ
R(∞) + C ,

lo cual implica que:

S = S(0)e−
βR(∞)

γ . (2.15)
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Por otro lado, como I∞ = lı́m
t−→∞

I(t) = 0 y R(t) = N− S(t)− I(t), se tiene que,

R(∞) = N − S(∞)− I(∞) = N − S(∞), con lo cual:

S(∞) = S(0)e−
β(R(∞))

γ . (2.16)

Con este resultado, podemos obtener el número total de personas susceptibles
que contraen la infección la cual esta dada por:

R(∞) = Itotal = I(0) + S(0)− S(∞) ,

donde S(∞) es la solución de (2.16).

Para conocer el número de personas recuperadas R por unidad de tiempo,
es decir dR

dt , podemos obtenerlo del sistema (2.11) con la ecuación (2.15) y el
hecho que N = S + I + R, con lo cual:

dR
dt

= γI = γ(N − S(t)− R(t)) = γ(N − R(t)− S(0)e−
β(R(∞))

γ ) ,

y por lo tanto

dR
dt

= γI = γ(N − R(t)− S(0)e−
β(R(∞))

γ. ), R(0) = 0 .

Mediante la solución de expresión, podemos conocer el número de individuos
en el compartimento R.

2.3. Analı́sis de la Matriz de Siguiente Generación
(MSG).

A continuación presentaremos un método para el cálculo del número de
reproducción básico R0.

En la sección anterior vimos que para el modelo SIR, el análisis de linealiza-
ción no dio conclusiones de la estabilidad del sistema. Sin embargo, se puedo
obtener en número de reproducción básico R0 el cual no da condiciones de
cuando una enfermedad puede convertirse o no en epidemia.

El análisis que se presenta a continuación [9], se basa en la idea de que la
transmisión de la infección produce decadencia en un sentido epidemiológi-
co; es decir, produce un nuevo individuo infectado. En este sentido, el proceso
de infección puede corresponder a un proceso demográfico con generaciones
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consecutivas de individuos infectados. El factor de crecimiento por genera-
ción describe el potencial de crecimiento y la caracterización matemática de
este factor es el número de reproducción básico R0,[9].

Para modelos compartimentales de ecuaciones diferenciales ordinarias, se pue-
de definir una matriz que se conoce como matriz de siguiente generación y fue
introducida por Diekmann y Hersterbeek en 1990. El número de reproducción
básico R0 se define entonces como el radio espectral de dicha matriz.

Este análisis consiste en una técnica para la derivación de la matriz de próxima
generación a partir de modelos compartimentales de ecuaciones diferenciales
ordinarias para la transmisión de la enfermedad[9]. Dividiremos los compar-
timentos en dos categorı́as, compartimentos infectados y compartimentos no
infectados. Un compartimento se llama compartimento infectado si las per-
sonas en ese compartimento están infectados o los individuos esta infectados
pero no son infecciosos (individuos latentes). Los compartimentos restantes
en los que cuales los individuos no están infectados son los compartimentos
no infectados.

Empecemos suponiendo que hay n compartimentos infectados y m compar-
timentos no infectados; es decir, asumimos que el modelo de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias tiene n + m variables dependientes. Sea x el vector de
las variables dependientes en los compartimentos infectados y sea y el vec-
tor de las variables dependiente de los compartimentos no infectado, es decir,
x ∈ Rn y y ∈ Rm.
La metodologı́a para la (MSG) consiste en los siguientes pasos:

1. Organicemos las ecuaciones para que en los primeros n compartimentos
del sistema de EDO corresponda a los compartimentos infectados, es
decir:

x′i = fi(x, y), con i = 1, · · · , n ,
y′j = gj(x, y), con j = 1, · · · , m . (2.17)

2. Expresamos fi(x, y) como la suma de dos términos de la siguiente forma:

x′i = Fi(x, y)−Vi(x, y) con i = 1, · · · , n . (2.18)

donde

Fi(x, y) es la tasa de aparición de nuevas infecciones en el compar-
timento i.

Vi(x, y) incorpora los términos de transición restantes, es decir, na-
cimientos, muertes (ajenas a la enfermedad), progresión de la en-
fermedad y recuperación.
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La selección de F y Vse realiza de tal forma que se satisfaga las
siguientes propiedades:
Fi(0, y) = 0 y Vi(0, y) = 0 para y ≥ 0 con i = 1, · · · , n.

La primera condición establece que todas las infecciones nuevas
son infecciones secundarias que surgen de huéspedes infectados.
La segunda condición establece que, no hay migración de indivi-
duos susceptibles a los compartimentos de la enfermedad.
Fi(x, y) ≥ 0 ∀x, y ≥ 0.
Vi(x, y) ≤ 0 cuando xi = 0 para i = 1, · · · , n. Es decir, cada
compartimento Vi representa el flujo de salida neto de un compar-
timento y debe dar entrada sólo si el compartimento está vació (es
decir, será negativo).

n

∑
i=1

Vi ≥ 0 ∀x, y ≥ 0. Es decir, la salida total de los compartimentos

infectados es positiva.

3. Suponer que
y′ = g(0, y) ,

es un punto libre de la enfermedad único E0 = (0, y0).

4. Determinar las matrices F y V con componentes:

F =

[
∂Fi(0, y0)

∂xj

]
n×n

y V =

[
∂Vi(0, y0)

∂xj

]
n×n

.

Estas matrices aparecen a partir de la linealización del sistema (2.18), al
rededor del punto libre de la enfermedad. Se puede demostrar que

∂Fi(0, Y0)

∂yj
=

∂Fi(0, Y0)

∂yj
= 0 ,

para todo par (i, j). Esto implica que las ecuaciones linealizadas para
los compartimentos infectados x, están desacopladas de las ecuaciones
restantes. El sistema linealizado se puede escribir como:

x′j = (F−V)x .

5. La matriz de la siguiente generación se define como

K = FV−1 ,

y
R0 = ρ(FV−1) ,

donde ρ(FV−1) es el radio espectral de (FV−1).
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Definición 2.5. [[9], Definición 5.1, p. 106.] El radio espectral de una matriz A, es
el máximo de los valores absolutos de los eigenvalores de A, es decir,

ρ(A) = sup{| λ |: λ ∈ σ(A)} ,

donde σ(A) denota el conjunto de los eigenvalores de A.

Definición 2.6. [[9], Definición 5.2, p. 106.] Una matriz A es llamada M−Matriz
si:

A tiene el patrón Z. Es decir, los elementos fuera de la diagonal de A no son
positivos.

La inversa de A existe y tiene elementos no negativos. Es decir, A−1 ≥ 0.

Observación 2.4. La matriz V definida en el paso 2 de la metodológica descrita an-
teriormente, es una matriz no singular, M−matriz.

Ahora bien, como V es M− matriz y V−1 ≥ 0 [9], es decir, su inversa so-
lo tiene entradas no negativas y F también tiene sólo entradas no negativas,
entonces la matriz de siguiente generación K = FV−1 es no negativa. Esto im-
plica que, la matriz de siguiente generación tiene su radio espectral como su
mayor eigenvalor, (por el teorema Perron-Frobenius) y no hay otros eigenva-
lores con un módulo más grande. Este eigenvalor positivo nos da el número
de reproducción básico R0, por lo tanto, el número reproductivo R0 es calculado
con el eigenvalor positivo más grande de la matriz de siguiente generación[9].

Además, esta construcción del R0 posee las mismas propiedades matemáticas
habituales esperada de la cantidad llamada número de reproducción básico;
es decir, si R0 < 1 el punto de equilibro libre de la enfermedad es localmente
asintóticamente estable. De lo contrario, es inestable (def (2.4)). El punto de
equilibrio libre de la enfermedad es localmente asintóticamente estable sı́ to-
dos los eigenvalores de la matriz F− V tienen parte real negativa; es decir, el
lı́mite espectral de la matriz F−V es negativo.

Definición 2.7. [[9], Definición 5.3, p. 107.] El lı́mite espectral de la matriz A está
dado por la parte real máxima de todos sus eigenvalores; es decir,

m(A) = sup{Re(λ) : λ ∈ σ(A)}.

Observación 2.5. Notemos que, el lı́mite espectral es la parte real máxima de los
eingevalores de A mientras que el radio espectral es el máximo de los módulos de los
eigenvalores de A

Usemos la metodologı́a de la MSG para calcular el ı́ndice R0 del sistema (2.11).
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Ejemplo 2.2. Para el modelo descrito en (2.11) la descomposición de Fi y Vi están
dadas por :

I = βSI/N︸ ︷︷ ︸
F

−γI︸︷︷︸
V

,

ası́
Fi = [βIS/N] y Vi = [γI] .

Por otro lado las matrices de orden 1× 1 poseen las propiedades descrita en el procedi-
miento de MSG y al linealizar evaluando en el punto libre de la enfermedad (N, 0, 0)
tenemos que

F =

[
∂Fi(0, Y0)

∂xj

]
= [β] y V =

[
∂Vi(0, Y0)

∂xj

]
= [γ] .

En este caso, como las matrices F y V son de una sola entrada, el cálculo de V−1 y
FV−1 es muy sencillo. Ası́

K =
β

γ
.

Para calcular el radio espectral de ésta matriz tenemos que calcular los eigenvalores
de K; en este caso λ = β/γ. Por lo tanto, el número de reproducción de la matriz de
siguiente generación viene dado por

RNG
0 =

β

γ
.

Observación 2.6. La notación RNG
0 hace referencia al cálculo del número de repro-

ducción básico calculado con el análisis de MSG.

El número R0 calculado con el enfoque Jacobiano nos dice, la cantidad de
infecciones secundarias que un individuo infectado genera en una población
totalmente susceptible durante su vida como infectado. El concepto del enfo-
que de siguiente generación es diferente, pues define el número de reproduc-
ción como el número de infecciones secundarias generadas por etapas[9].

Observación 2.7. [9] Notemos que, una de las propiedades de ambas expresiones, es
decir R0 y RNG

0 son las siguientes:

1. R0 > 1 sı́ y sólo si RNG
0 > 1.

2. R0 = 1 sı́ y sólo si RNG
0 = 1.

3. R0 < 1 sı́ y sólo si RNG
0 < 1.

Al calcular el número de reproducción básico con la metodologı́a de MSG
y hacemos RNG

0 < 1, haciendo operaciones algebraicas convenientes podemos
obtener el R0 calculado con el enfoque Jacobiano pero con la condición R0 < 0.
Ambos cálculos del valor del ı́ndice R0 pueden diferir solo por potencias del
mismo.



Capı́tulo 3

Modelo Metapoblacional

En este capı́tulo haremos la descripción de un modelo metapoblacional,
para describir la dinámica de una enfermedad transmitida por el contacto
humano-humano (influenza, resfriado común, sarampión, entre otras). En pri-
mer lugar, mostraremos un modelo general, donde la región de estudio puede
subdividirse en otras sub-regiones que llamaremos parches, esto con el fin de
incluir parámetros de movilidad de los huéspedes entre las sub-regiones. Pos-
teriormente, haremos el desarrollo del modelo en un caso particular de dos
parches. En este caso haremos el análisis de estabilidad con las herramientas
descritas en el capı́tulo anterior.

3.1. Modelo metapoblacional de N parches para epi-
demias tipo SIR

Supongamos que Ω es la región espacial donde viven los humanos, esto
puede ser por ejemplo, un paı́s, una ciudad, un barrio, entre otros. Esta región
puede dividirse en N sub-regiones más pequeñas que llamaremos parches, ası́
Ω = ∪N

i=1Ωi, con i ∈ {1, ..., N}. Además, cada uno de los parches tiene una
población local Ni que esta mezclada homogéneamente para todo i; es decir,
la probabilidad de contagio es la misma para todas los habitantes. Por otro la-
do, las poblaciones en estas sub-regiones se pueden clasificar en susceptibles,
infecciosos y recuperados que denotaremos por Si, Ii y Ri respectivamente y
además cumple que Ni = Si + Ii + Ri. La división de la región Ω se hace con
el fin de considerar la movilidad entre las sub-región; es decir, es razonable
suponer que los humanos tienen hábitos regulares de movilidad entre las re-
giones donde habitan. Por ejemplo, una persona que reside en un parche i por
lo general debe trasladarse a su lugar de trabajo, escuela o recreación a un par-
che j y luego de un tiempo dado vuelve a su residencia en el parche i dentro de

31
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la región Ωi. La movilidad entre los parches define también la conexión entre
dichos parches. Por otro lado, cada parche tiene sus caracterı́sticas propias, ta-
les como las propiedades ecologı́a de la región, la demografı́a de las personas
y otras propiedades; los cuales pueden variar de un parche a otro.

El hecho de considerar la movilidad humana entre los parches de la red es
importante de destacar, ya que este es uno de los principales factores para
propagar la enfermedad en la región de estudio. Un individuo infectado en
un parche i puede propagar la enfermedad en la población de varias formas.
La primera posibilidad de transmisión de la enfermedad es dentro de su mis-
mo parche por el contacto con los vecinos locales. Otro tipo de transmisión
es cuando este individuo infectado viaja a otro parche j y mantiene contacto
suficiente con otros humanos sanos que se encuentren en este parche (ya sean
residentes o visitantes de otros parches). Existe también el caso donde un hu-
mano sano del parche j viaja al parche i donde hace contacto con un individuo
infectado. Por último, el caso donde un huésped sano del parche j y el humano
infectado del parche i viajan a otro parche k y allı́ empieza la propagación la
enfermedad. Los tiempos de recuperación dependerá de las caracterı́sticas de
la enfermedad y de las polı́ticas de salud en cada parche.

Para incorporar estas ideas a nuestro modelo metapoblacional, seguiremos un
enfoque Lagrangeano, presentando un conjunto de parámetros de movilidad
{Pij}N

i,j=1 llamados tiempos de residencia con los siguientes significados[14]:
Para todo par i, j con 1 ≤ i, j ≤ N, Pij tiene una de las siguientes interpretacio-
nes equivalentes:

La fracción promedio de personas del parche i que están en el parche j
en cualquier momento. Esto significa que la cantidad de individuos del
parche i que esta en el parche j es PijNi, en cualquier instante t.

La probabilidad de encontrar en cualquier momento un huésped del
parche i en el parche j.

La fracción del tiempo promedio (un dı́a o la medida de tiempo corres-
pondiente), que las personas del parche i pasan en el parche j.

Además, como Pij representa fracciones, tenemos las siguientes condiciones
de los parámetros de movilidad:

0 ≤ Pij ≤ 1 y
N

∑
j=1

Pij = 1 .

Toda la configuración de movilidad ésta determinada por la matriz de acopla-
miento (Pik)

N
i,k=1 las cual es una matriz estocástica derecha, (sus entradas son

probabilidades y sus filas suman 1), no necesariamente simétricas, (es decir,
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en general Pik 6= Pki y Pjk 6= pkj).

En términos de estas cantidades, el número de individuos que están o visi-
tan en el parche j esta dado por

Wj =
N

∑
i=1

PijNi ,

en cualquier momento t, independientemente del parche del que provengan
(es decir, incluye tanto a los propios residentes como a los excursionistas de
los demás parche con conexión a este).

Los parámetros epidemiológios que se proponen en nuestro modelo son los
siguientes:

β
(k)
ij ; con i, j, k ∈ {1, · · · , N}, son las tasas de contacto efectivas entre

los individuos infectados del parche i con los susceptibles del parche j,
asumiendo que el instante t, ambos residentes se encuentran ubicados
en el parche k, figura (3.1).

γi; es la tasa de recuperación de los residentes del parche i (por dı́a).

El parámetro βi
ii; es decir, i = j = k, es la tasa de contactos del individuo in-

feccioso con susceptibles en su mismo parche.

Estas tasas generalmente varı́an en cada parche; la tasa β
(k)
ij puede depen-

der de la densidad poblacional del parche, de la atracción turı́stica reflejada
en los parámetros de movilidad entre otros factores propios de dicho lugar;
mientras que la tasa de recuperación γi varia por otros motivos locales de ca-
da parche, como lo son la salud pública, etc.

Partiendo de los parámetros de movilidad, las tasas de contacto y las tasas
de recuperación, proponemos el siguiente sistema de ecuaciones diferencia-
les que modelizán la dinámica de la enfermedad transmitida por el contacto
humano-humano en una red metapoblacional:

Ṡi = −
N

∑
j,k

SiPik(IjPjkβ
(k)
ij )

Wk
, (3.1)

İi =
N

∑
j,k

SiPik(IjPjkβ
(k)
ij )

Wk
− γi Ii , (3.2)

Ṙi = γi Ii . (3.3)
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Figura 3.1: Significado del paramento β
(k)
ij .

Con i ∈ {1, · · · , N}, las ecuaciones (3.1) y (3.2) para un i fijo, IjPjkβ
(k)
ij es

el número total de contactos efectivos entre los infectados del parche j, que
viajan al parche k y que hacen contacto con los susceptibles del parche i que
también se encuentran en el parche k de los cuales, solo una parte de los sus-
ceptibles se enferman en el parche i. Como Pik, es la fracción promedio de
personas del parche i en el parche k, entonces SiPik, es el número de personas
susceptibles del parche i en el parche k. Por lo tanto, la proporción de perso-
nas susceptibles del parche i entre las personas del parche k es SiPik/Wk. De
acuerdo a esta interpretación, SiPik IjPjkβ

(k)
ij /Wj, es la tasa de susceptibles del

parche i infectados en el parche k. Finalmente agregamos la sumatoria de los
parches k para obtener la cantidad total de infectados del parche i.

3.2. Análisis del modelo para el sistema de dos par-
ches

Ahora, vamos a modelizar la enfermedad en dos parches con movilidades
internas y entre ambas localidades. Haremos un análisis de estabilidad del
modelo para dos parches con las herramientas descritas en el capı́tulo dos y
daremos una expresión para el número reproductivo básico.

De las ecuaciones (3.1),(3.2) y (3.3), para N = 2 obtenemos el siguiente sis-
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tema de ecuaciones diferenciables:

Ṡ1 = − S1P11 I1P11β
(1)
11

W1
− S1P11 I2P21β

(1)
12

W1
− S1P12 I1P12β

(2)
11

W2
− S1P12 I2P22β

(2)
12

W2
,

İ1 =
S1P11 I1P11β

(1)
11

W1
+

S1P11 I2P21β
(1)
12

W1
+

S1P12 I1P12β
(2)
11

W2
+

S1P12 I2P22β
(2)
12

W2
− γ1 I1 ,

Ṙ1 = γ1 I1 ,

Ṡ2 = − S2P21 I1P11β
(1)
21

W1
− S2P21 I2P21β

(1)
21

W1
− S2P22 I1P12β

(2)
21

W2
− S2P22 I2P22β

(2)
22

W2
,

İ2 =
S2P21 I1P11β

(1)
21

W1
+

S2P21 I2P21β
(1)
21

W1
+

S2P22 I1P12β
(2)
21

W2
+

S2P22 I2P22β
(2)
22

W2
− γ2 I2 ,

Ṙ2 = γ2 I2 .

Las ecuaciones Ṡ1 y Ṡ2, representan como los individuos susceptibles de cada
uno de los parches pueden contraer la enfermedad, debido a la movilidad y el
contacto efectivo entre los residentes vecinos y de su propia comunidad. Por
otro lado İ1 e İ2, son la cantidad de individuos infectados en cada parche y sus
tasas de recuperación propia de cada lugar y por último, Ṙ1 y Ṙ2, nos dan el
número de recuperados de la enfermedad por unidad de tiempo en cada uno
de los parches.

Podemos reescribir el sistema de dos parches como:

Ṡ1 = −S1 I1

(
P2

11β
(1)
11

W1
+

P2
12β

(2)
11

W2

)
− S1 I2

(
P11P21β

(1)
12

W1
+

P12P22β
(2)
12

W2

)
,

İ1 = S1 I1

(
P2

11β
(1)
11

W1
+

P2
12β

(2)
11

W2

)
+ S1 I2

(
P11P21β

(1)
12

W1
+

P12P22β
(2)
12

W2

)
− γ1 I1 ,

Ṙ1 = γ1 I1 ,

Ṡ2 = −S2 I2

(
P2

22β
(2)
22

W2
+

P2
21β

(1)
22

W1

)
− S2 I1

(
P22P12β

(2)
21

W2
+

P21P11β
(1)
21

W1

)
,

İ2 = S2 I2

(
P2

22β
(2)
22

W2
+

P2
21β

(1)
22

W1

)
+ S2 I1

(
P22P12β

(2)
21

W2
+

P21P11β
(1)
21

W1

)
− γ2 I2 ,

Ṙ2 = γ2 I2 .

Haciendo β̂11 =

(
P2

11β
(1)
11

W1
+

P2
12β

(2)
11

W2

)
, β̂12 =

(
P11P21β

(1)
12

W1
+

P12P22β
(2)
12

W2

)
,

β̂22 =

(
P2

22β
(2)
22

W2
+

P2
21β

(1)
22

W1

)
y β̂21 =

(
P22P12β

(2)
21

W2
+

P21P11β
(1)
21

W1

)
, nuestro sistema

queda de la forma:

Ṡ1 = −S1 I1 β̂11 − S1 I2 β̂12 ,
İ1 = S1 I1 β̂11 + S1 I2 β̂12 − γ1 I1 ,
Ṙ1 = γ1 I1 ,
Ṡ2 = −S2 I2 β̂22 − S2 I1 β̂21 ,
İ2 = S2 I2 β̂22 + S2 I1 β̂21 − γ2 I2 ,
Ṙ2 = γ2 I2 .

(3.4)
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Dado que N1 = S1 + I1 + R1 y N2 = S2 + Is + R2 son constantes, se tiene
que S1 = N1− I1− R1 y S2 = N2− I2− R2. Sustituyendo S1 y S2 en el sistema
anterior de 6 ecuaciones, podemos escribirlo en uno de 4 ecuaciones dado por:

İ1 =
(

I1 β̂11 + I2 β̂12

)
(N1 − I1 − R1)− γ1 I1 ,

Ṙ1 = γ1 I1 ,
İ2 =

(
I2 β̂22 + I1 β̂21

)
(N2 − I2 − R2)− γ2 I2 ,

Ṙ2 = γ2 I2 .

(3.5)

Con este nuevo sistema hacemos el siguiente análisis de linealización:
La ecuación İ1 la podemos escribir de la forma

İ1 = I1

(
N1 β̂11 − γ1

)
− I2

1 β̂11 + I2 β̂12 (N1 − I1 − R1)− I1R1 β̂11 ,

= I1σ1

(
1− I1

C1

)
+ I2 β̂12 (N1 − I1 − R1)− I1R1 β̂11 ,

donde σ1 = N1 β̂11 − γ1 y C1 = σ1
β̂11

.

Haciendo el mismo desarrollo para la ecuación de İ2 obtenemos:

İ2 = I2σ2

(
1− I2

C2

)
+ I1 β̂21 (N2 − I2 − R2)− I2R2 β̂22 ,

con σ2 = N2 β̂22 − γ2 y C2 = σ2
β̂22

.

El punto de equilibro del sistema (3.5) es el punto libre de enfermedad (N1, 0, N2, 0).
Al calcular la matriz Jacobiana de este sistema evaluada en este punto obtene-
mos que:

A =


σ1 0 β̂12N1 0
γ1 0 0 0

β̂21N2 0 σ2 0
0 0 γ2 0

 .

Para analizar la estabilidad del sistema (3.5), tenemos que determinar los
eigenvalores de A. El polinomio caracterı́stico de la matriz A esta dado por:

P(λ) = λ2
[
λ2 − λ (σ1 + σ2) + σ1σ2 − β̂12 β̂21N1N2

]
,

luego P(λ) = 0 si y solo si λ1,2 = 0 ,

λ3 =
σ1 + σ2

2
−

√
(σ1 − σ2)

2 + 4β̂12 β̂21N1N2

2
,
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y

λ4 =
σ1 + σ2

2
+

√
(σ1 − σ2)

2 + 4β̂12 β̂21N1N2

2
. (3.6)

Si tomamos el mayor eigenvalor de la matriz A, por el teorema (2.1) tenemos
que si λ4 < 0 el sistema es asintóticamente estable y si λ4 > 0 es inestable.

Ahora hagamos un análisis de estabilidad con la técnica de la matriz de si-
guiente generación al sistema (3.4), alrededor el punto libre de la enfermedad
(N1, 0, N2, 0). Para esto consideremos las ecuaciones para İ1 e İ2.

Al realizar la descomposición descrita en la sección (2.3) del capitulo 2, te-
nemos que la matriz F viene esta por:

F =

(
∂F1
∂I1

∂F1
∂I2

∂F2
∂I1

∂F2
∂I2

)
,

mientras que la matriz V esta dada por:

V =

(
∂V1
∂I1

∂V1
∂I2

∂V2
∂I1

∂V2
∂I2

)
,

donde F1 = β̂11N1 I1 + β̂12N1 I2 , F2 = β̂22N2 I2 + β̂21N2 I1 , V1 = γ1 I1 y V2 =
γ2 I2 .
Luego, la matriz de siguiente generación es

K =

 β̂11 N1
γ1

β̂12 N1
γ2

β̂21 N2
γ1

β̂22 N2
γ2

 .

Para calcular el radio espectral, debemos obtener los eigenvalores de la matriz
FV−1. Para esto, vemos que el polinomio caracterı́stico de K esta dado por:

P(λ) = λ2 − λ

(
β̂11N1

γ1
+

β̂22N2

γ2

)
+

(
β̂11 β̂22N1N2

γ1γ2
− β̂12 β̂21N1N2

γ1γ2

)
.

Por tanto los eigenvalores de la MSG están dados por

λ1,2 =
1
2

(
β̂11N1

γ1
+

β̂22N2

γ2

)
± 1

2

√√√√( β̂11N1

γ1
− β̂22N2

γ2

)2

+
4β̂12 β̂21N1N2

γ1γ2
,

Ası́ el radio espectral de la matriz FV−1 esta dado por:

λ1 =
1
2

(
β̂11N1

γ1
+

β̂22N2

γ2

)
+

1
2

√√√√( β̂11N1

γ1
− β̂22N2

γ2

)2

+
4β̂12 β̂21N1N2

γ1γ2
.
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Figura 3.2: Dinámica del parche 1 con tasas de contacto β
(k)
ij =1.2, tasa de recu-

peración γi =0.8, y parámetros de movilidad P11 = P22 =0.4, P12 = P21 =0.6.

y el número reproductivo básico es R0 = λ1.

Si tomamos por ejemplo, las tasas de contacto β
(k)
ij =1.2 para todo i, j, k, γi =0.8

para todo i, P11 =0.4 , P12 =0.6 , P21 =0.4 y P22 =0.6 , de acuerdo con la ecua-
ción anterior obtenemos que R0 =1.5, lo cual implica que el punto libre de la
enfermedad es inestable, como puede comprobarse en la figura (3.2) y (3.3),
donde realizamos una simulación numérica del sistema (3.4) con condiciones
iniciales S1(0) = 9999, I1(0) = 1, R1(0) = 0 y S2(0) = 10000, I2(0) = 0,
R2(0) = 0.

Por otro lado, si γi =1.3, obtenemos que R0 ≈0.92307; es decir, el punto de
equilibrio libre de la enfermedad es estable, tal y como lo podemos ver en las
figuras (3.4) y (3.5). En este caso se realizo un cambio de condiciones iniciales
S1(0) = 9900, I1(0) = 100, R1(0) = 0 y S2(0) = 10000, I2(0) = 0, R2(0) = 0.

El modelo modelo metapoblacional descrito por las ecuaciones (3.1), (3.2)
y (3.3) será el que tendremos como base para hacer la propuesta del ı́ndice de
riesgo que hemos propuesto en este trabajo de tesis.
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Figura 3.3: Dinámica del parche 2 con tasas de contacto β
(k)
ij =1.2, tasa de recu-

peración γi =0.8, y parámetros de movilidad P11 = P22 =0.4, P12 = P21 =0.6.

Figura 3.4: Dinámica del parche 1 con tasa de recuperación γi =1.3 y condicio-
nes iniciales S1(0) = 9900, I1(0) = 100, R1(0) = 0 y S2(0) = 10000, I2(0) = 0,
R2(0) = 0..
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Figura 3.5: Dinámica del parche 2 con tasa de recuperación γi =1.3 y condicio-
nes iniciales S1(0) = 9900, I1(0) = 100, R1(0) = 0 y S2(0) = 10000, I2(0) = 0,
R2(0) = 0.



Capı́tulo 4

Índice de invasión para
modelos SIR en
metapoblaciones

En este capı́tulo vamos a definir un ı́ndice de invasión que llamaremos R∗,
el cual estima como una epidemia que empieza en un parche i de una red me-
tapoblacional, puede o no propagarse al resto de los parches.

Al suponer que la epidemia está establecida en un parche i de nuestra red
metapoblacional, lo que nos interesa saber es, qué tanto pueden invadir los
individuos infectados de este parche al resto de los parches conectados direc-
tamente a él (primeros vecinos). Con esta información, podemos analizar co-
mo los parches vecinos que fueron infectados, propagan la enfermedad a los
parches vecinos (segundos vecinos del parche inicial). Esta es la idea básica
que usaremos para caracterizar la forma en que un parche i fijo con epidemia
dentro de la red metapoblacional puede o no propagar una enfermedad dada
al resto de los parches de la red. Ası́ definimos el ı́ndice de invasión R∗ como
el número umbral para el cual una epidemia que empieza en un parche i de
la red metapoblacional, infecta a menos del 10 % de la población en un parche
de la red.

Iniciaremos nuestra deducción del ı́ndice de invasión R∗ con el análisis de
como los individuos del parche i se mueven a los parches vecinos, esto con el
fin de ver como un individuo infectado residente de este parche genera nue-
vas infecciones en el parche vecino. Es decir, asumimos que los residentes del
parche infectado solo pueden viajar a sus parches vecinos pero no reciben la
visita de estos, es decir.

Pji = 0 , ∀j > i .

41
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Figura 4.1: Estructura de la red metapoblacional que usaremos para deducir
el ı́ndice de invasión R∗.

Con esta suposición, la red metapoblacional en los primeros vecinos tiene
la forma de la figura (4.1).

Ahora bien, como estamos interesados en analizar cómo los individuos
infectados del parche i invaden a sus primeros vecinos, vamos a suponer que
al principio de la enfermedad, en estos parches sus residentes infectados no
generan nuevas infecciones internas en su parche (es decir, β

(j)
jj = 0 con i 6= j

) y tampoco infectan a los susceptibles que están viajando a estos parches (es
decir, β

(k)
ij = 0 con j > i). Bajo estas suposiciones el modelo para dos parches

esta dado por:

4.1. Modelo metapoblacional para dos parches con
movilidad unidireccional

Ṡ1 = − S1P11 I1P11β
(1)
11

W1
− S1P12 I1P12β

(2)
11

W2
,

İ1 =
S1P11 I1P11β

(1)
11

W1
+

S1P12 I1P12β
(2)
11

W2
− γ1 I1 ,

Ṙ1 = γ1 I1 ,

Ṡ2 = − S2P22 I1P12β
(2)
21

W2
,

İ2 =
S2P22 I1P12β

(2)
21

W2
− γ2 I2 ,

Ṙ2 = γ2 I2 .
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Figura 4.2: Invasión del parche 1 al parche 2.

Al aplicar la metodologı́a de la matriz de siguiente generación a este siste-
ma, obtenemos que

R0 =

(
P11β

(1)
11 +

N1P2
12β

(2)
11

N1P12 + N2

)
1

γ1
.

Para el caso de parámetros homogéneo; es decir, γ1 = γ2 , N1 = N2 y β
(1)
11 =

β
(2)
11 = β, el ı́ndice reproductivo básico se expresa como:

R0 =
β

γ(1 + P12)
.

Observación 4.1. Para el sistema de dos parches con parámetros homogéneos, el
número reproductivo básico R0 de dos parches, es el del parche aislado, modulado por
1/(1 + P12).

Ahora bien, para calcular el número de infectados en el parche 2 genera-
dos por un individuo infectado del parche 1, podemos utilizar la relación de
tamaño final como lo veremos a continuación.

De la ecuación

Ṡ2 = −
S2P22 I1P12β

(2)
21

W2
,

dividiendo por S2 e integramos de 0 a ∞ obtenemos que

∫ ∞

0

Ṡ2

S2
dt = −

P12β
(2)
21

(N1P12 + N2)

∫ ∞

0
I1dt .

Pero ∫ ∞

0
I1dt =

[N1 − S1(∞)]

γ1
,

entonces

log
(

S2(0)
S2(∞)

)
=

P12β
(2)
21 [N1 − S1(∞)]

γ1(N1P12 + N2)
.
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Además R2(∞) = I2total = I2(0) + S2(0)− S2(∞) e I2(0) = 0 al principio de la
enfermedad, se tiene que

I2total = S2(0)−
S2(0)

eθ
′
1

,

donde θ
′
1 =

P12β
(2)
21 [N1−S1(∞)]

γ1(N1P12+N2)
.

Observación 4.2. Si suponemos que los primeros vecinos del parche infectado i no
están conectados entre ellos, el cálculo de los individuos infectados de estos parches
causados por este parche se realizan de manera análoga al caso donde k = 2.

Por otro lado, es razonable pensar que pasado un periodo corto de tiem-
po, los individuos infectados de los parches vecinos aumentan y empiezan a
generar nuevas infecciones debido al contacto con los residentes de su propio
parche y los visitantes. En términos del modelo metapoblacional, las tasas de
contacto de estos individuos ya no pueden ser despreciables, es decir β

(2)
12 6= 0

y β
(2)
22 6= 0. Para estas consideraciones, el modelo de dos parches tendrá la

forma:

Ṡ1 = − S1P11 I1P11β
(1)
11

W1
− S1P12 I1P12β

(2)
11

W2
− S1P12 I2P22β

(2)
12

W2
,

İ1 =
S1P11 I1P11β

(1)
11

W1
+

S1P12 I1P12β
(2)
11

W2
+

S1P12 I2P22β
(2)
12

W2
− γ1 I1 ,

Ṙ1 = γ1 I1 ,

Ṡ2 = − S2P22 I1P12β
(2)
21

W2
− S2P22 I2P22β

(2)
22

W2
,

İ2 =
S2P22 I1P12β

(2)
21

W2
+

S2P22 I2P22β
(2)
22

W2
− γ2 I2 ,

Ṙ2 = γ2 I2 .

(4.1)

De nuevo, usar la matriz de siguiente generación a este sistema, obtenemos
que

R0 = 1
2

(
P11β

(1)
11 +

P2
12β

(2)
11 N1

γ1(P12 N1+N2)
+

β
(2)
22 N2

γ2(P12 N1+N2)

)
+ 1

2

√(
1

γ1

(
P11β

(1)
11 +

P2
12β

(2)
11 N1

(P12 N1+N2)

)
− β

(2)
22 N2

γ2(P12 N1+N2)

)2

+4 N1 N2β
(2)
12 β

(2)
21

γ1γ2

(
P12

(P12 N1+N2)

)2
.

Aunque para el caso homogéneo; es decir, γ1 = γ2 , N1 = N2 y todas las tasas
de contacto β

(k)
ij iguales, nuestro número reproductivo básico esta dado por:

R0 =
β

γ
.
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Observación 4.3. Es importante notar que para el caso homogéneo, el sistema se
comporta como un SIR tradicional, y no distingue la procedencia de los individuos
infectados; sólo toma en cuenta la tasa de contacto y la tasa de recuperación del sistema
para obtener el número de infecciones secundarias causadas por un individuo durante
todo su periodo infeccioso.

Si queremos calcular el número de infectados total del parche 2, podemos
utilizar nuevamente la relación de tamaño final en este sistema.

De la ecuación

Ṡ2 = −
S2P22 I1P12β

(2)
21

W2
−

S2P22 I2P22β
(2)
22

W2
,

dividiendo por S2 e integramos de 0 a ∞ obtenemos que∫ ∞

0

Ṡ2

S2
dt = −

P22P12β
(2)
21

W2

∫ ∞

0
I1dt−

P22P22β
(2)
22

W2

∫ ∞

0
I2dt .

Pero ∫ ∞

0
I1dt =

[N1 − S1(∞)]

γ1
y

∫ ∞

0
I2dt =

[N2 − S2(∞)]

γ2
,

entonces

log
(

S2(0)
S2(∞)

)
=

P22P12β
(2)
21 [N1 − S1(∞)]

γ1W2
+

P22P22β
(2)
22 [N2 − S2(∞)]

γ2W2
.

Además R2(∞) = I2total = I2(0) + S2(0)− S2(∞), sustituyendo obtenemos

I2total = S2(0) + I2(0)−
S2(0)

eθ
′
2

,

donde θ
′
2 =

P22P12β
(2)
21 [N1−S1(∞)]
γ1W2

+
P22P22β

(2)
22 [N2−S2(∞)]
γ2W2

.

Los términos de θ
′
2 nos dan la cantidad de infecciones generadas en el parche

2 causadas por los residentes infectados del parche 1 y los infectados internos
de este parche.

De nuevo, si los primeros vecinos de parche i no están conectados entre sı́,
este análisis se puede realizar a todos estos parches haciendo un procedimien-
to análogo.

Al determinar como el parche 1 invade al parche 2, podemos ahora asumir
que la enfermedad se estableció en éste parche. Ahora debemos determinar
como el parche 2 invade a sus vecinos próximos, utilizando la misma meto-
dologı́a para el caso anterior. En harás de ejemplificar lo anterior, veamos el
caso para 3 parches, figura (4.3) donde el parche 1 ya invadió a al parche 2 y
queremos analizar como se desencadena la epidemia al parche 3.
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Figura 4.3: Invasión del parche 1 al parche 3.

4.2. Modelo metapoblacional para tres parches con
movilidad unidireccional

Supongamos que los individuos infectados del parche 3 son pocos y no ge-
neran nuevas infecciones a causa de su tasa de contacto con los residentes de
su parche y los visitantes; es decir, β

(3)
23 = β

(3)
33 = 0. Lo anterior con el objetivo

de determinar como los individuos infectados del parche 2 invaden al parche
3.

El modelo de tres parches, con las suposiciones hechas con anterioridad es-
ta dado por:

Ṡ1 = − S1P11 I1P11β
(1)
11

W1
− S1P12 I1P12β

(2)
11

W2
− S1P12 I2P22β

(2)
12

W2
,

İ1 =
S1P11 I1P11β

(1)
11

W1
+

S1P12 I1P12β
(2)
11

W2
+

S1P12 I2P22β
(2)
12

W2
− γ1 I1 ,

Ṙ1 = γ1 I1 ,

Ṡ2 = − S2P22 I1P12β
(2)
21

W2
− S2P22 I2P22β

(2)
22

W2
− S2P23 I2P23β

(3)
22

W3
,

İ2 =
S2P22 I1P12β

(2)
21

W2
+

S2P22 I2P22β
(2)
22

W2
+

S2P23 I2P23β
(3)
22

W3
− γ2 I2 ,

Ṙ2 = γ2 I2 ,

Ṡ3 = − S3P33 I2P23β
(3)
32

W3
,

İ3 =
S3P33 I2P23β

(3)
32

W3
− γ3 I3 ,

Ṙ3 = γ3 I3 .

Las suposiciones que realizamos en los parámetros de movilidad son, P13 =
P21 = P31 = P32 = 0; en otras palabras los residentes del parche 1 y 3 no tienen
conexión, y los residentes del parche dos solo viajan al tres. Acá el parche 1 ya
invadió al 2 y queremos ver ahora cómo éste invadió al parche 3. Nuevamente
estamos asumiendo que el primer parche invade a su vecino próximo y una
vez establecida la enfermedad en este, tenemos que ver como invade el parche
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dos a su vecino próximo que en este caso es el parche 3.

Para éste modelo, el tamaño total de infectados para el parche dos, cambia
con respecto al modelo anterior, pues infectados de este parche viajaran al
parche 3, obteniendo la siguiente expresión:

I2total = S2(0) + I2(0)−
S2(0)

eθ
′
3

,

con θ
′
3 =

P22P12β
(2)
21 [N1−S1(∞)]
γ1W2

+

(
P2

22β
(2)
22

W2
+

P2
23β

(3)
22

W3

)
[N2−S2(∞)]

γ2
, mientas para el

parche 3 se tiene que:

I3total = S3(0)−
S3(0)

eθ
′
4

,

con θ
′
4 =

P33P23β
(3)
32 [N2−S2(∞)]
γ2W3

e I3(0) = 0 al principio de la enfermedad.
Es importante destacar que sólo estamos analizando como los individuos

del parche 2 invaden al parche 3, sin que este tenga infecciones causadas por
sus mismos habitantes. De nuevo es razonable pensar que pasado un corto pe-
riodo de tiempo, los individuos infectados del parche 3 aumentan y empiezan
a infectar tanto a los susceptibles del parche 2 que viaja al 3, como a los sus-
ceptibles del mismo parche; es decir, β

(3)
23 6= 0 y β

(3)
33 6= 0. Al considerar dichas

tasas de contacto diferente de cero, el modelo anterior se expresa como:

Ṡ1 = − S1P11 I1P11β
(1)
11

W1
− S1P12 I1P12β

(2)
11

W2
− S1P12 I2P22β

(2)
12

W2
,

İ1 =
S1P11 I1P11β

(1)
11

W1
+

S1P12 I1P12β
(2)
11

W2
+

S1P12 I2P22β
(2)
12

W2
− γ1 I1 ,

Ṙ1 = γ1 I1 ,

Ṡ2 = − S2P22 I1P12β
(2)
21

W2
− S2P22 I2P22β

(2)
22

W2
− S2P23 I2P23β

(3)
22

W3
− S2P23 I3P33β

(3)
23

W3
,

İ2 =
S2P22 I1P12β

(2)
21

W2
+

S2P22 I2P22β
(2)
22

W2
+

S2P23 I2P23β
(3)
22

W3
+

S2P23 I3P33β
(3)
23

W3
− γ2 I2 ,

Ṙ2 = γ2 I2 ,

Ṡ3 = − S3P33 I2P23β
(3)
32

W3
− S3P33 I3P33β

(3)
33

W3
,

İ3 =
S3P33 I2P23β

(3)
32

W3
+

S3P33 I3P33β
(3)
33

W3
− γ3 I3 ,

Ṙ3 = γ3 I3 .
(4.2)

La relación de tamaño final para el parche 2 estima el total del infectados
en el parche 2 generadas por la movilidad de los residentes del parche 1, las
generadas por sus propios habitantes, las que generan sus habitantes que visi-
tan el parche 3. De manera análoga el tamaño total de infectados en el parche
3 estima las infecciones causadas los visitantes del parche 2 y por las nuevas
infecciones generadas por sus propios residentes.



48 CAPÍTULO 4. ÍNDICE DE INVASIÓN

Por un proceso similar al realizado en la sección anterior, obtenemos que el
tamaño final de la infección en el parche 2 es:

I2total = S2(0) + I2(0)− S2(0)

eθ
′
5

,

con θ
′
5 =

P22P12β
(2)
21 [N1−S1(∞)]
γ1W2

+

(
P22P22β

(2)
22

W2
+

P23P23β
(3)
22

W3

)
[N2−S2(∞)]

γ2
+

P23P33β
(3)
23 [N3−S3(∞)]
γ3W3

,

mientras que para el parche 3 se tiene que:

I3total = S3(0) + I3(0)− S3(0)

eθ
′
6

,

con θ
′
6 =

P33P23β
(3)
32 [N2−S2(∞)]
γ2W3

+
P33P33β

(3)
33 [N3−S3(∞)]
γ3W3

.

4.3. Modelo metapoblacional para cuatro parches
con movilidad unidireccional

Otro escenario que consideramos es, cuando un primer vecino ya invadi-
do, produce nuevas infecciones a un conjunto de parches adyacentes (o se-
gundos vecinos del parche inicial). Para ejemplificar esto veamos el siguiente
modelo con la suposición que el parche 2 tiene dos vecinos próximos, figura
4.4.
El modelo matemático para este sistema de cuatro parches está dado por:

Ṡ1 = − S1P11 I1P11β
(1)
11

W1
− S1P12 I1P12β

(2)
11

W2
− S1P12 I2P22β

(2)
12

W2
,

İ1 =
S1P11 I1P11β

(1)
11

W1
+

S1P12 I1P12β
(2)
11

W2
+

S1P12 I2P22β
(2)
12

W2
− γ1 I1 ,

Ṙ1 = γ1 I1 ,

Ṡ2 = − S2P22 I1P12β
(2)
21

W2
− S2P22 I2P22β

(2)
22

W2
− S2P23 I2P23β

(3)
22

W3
− S2P24 I2P24β

(4)
22

W4
,

İ2 =
S2P22 I1P12β

(2)
21

W2
+

S2P22 I2P22β
(2)
22

W2
+

S2P23 I2P23β
(3)
22

W3
+

S2P24 I2P24β
(4)
22

W4
− γ2 I2 ,

Ṙ2 = γ2 I2 ,

Ṡ3 = − S3P33 I2P23β
(3)
32

W3
,

İ3 =
S3P33 I2P23β

(3)
32

W3
,

Ṙ3 = γ3 I3

Ṡ4 = − S4P44 I2P24β
(4)
42

W4
,

İ4 =
S4P44 I2P24β

(4)
42

W4
,

Ṙ4 = γ4 I4 .
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Acá suponemos que el parche 1 ya invadió a el parche 2, y queremos
ver cómo este invade a sus vecinos. Asumimos que al principio de la enfer-
medad los infectados de los parches 3 y 4 no generan infecciones; es decir,
β
(3)
23 = β

(4)
24 = β

(3)
33 = β

(4)
44 = 0. Aca los parches 3 y 4 no viajan al parche 2 o al

1, el parche 2 no viaja al parche 1 y este no viaja al parche 3 y al parche 4.

Ası́ el tamaño final para estos dos últimos parches tendrán la siguientes ex-
presiones:

I3total = S3(0)− S3(0)

eθ
′
7

,

con θ
′
7 =

P33P23β
(3)
32 [N2−S2(∞)]
γ2W3

e I3(0) = 0 al principio de la enfermedad y

I4total = S4(0)− S4(0)

eθ
′
8

,

con θ
′
8 =

P44P24β
(4)
42 [N2−S2(∞)]
γ2W4

e I4(0) = 0 al principio de la enfermedad.
De nuevo, es razonable pensar que pasado un corto periodo de tiempo,

los infectados de los parches 3 y 4 empiezan a generar infecciones tanto a sus
propios vecinos como a los individuos susceptibles del parche 2 que viajan
a estos. Es importante mencionar que tanto para el parche 3 como el 4 supo-
nemos no hay emigración de personas. Entonces, el modelo metapoblacional
para cuatro parches tendrá la siguiente forma:

Ṡ1 = − S1P11 I1P11β
(1)
11

W1
− S1P12 I1P12β

(2)
11

W2
− S1P12 I2P22β

(2)
12

W2
,

İ1 =
S1P11 I1P11β

(1)
11

W1
+

S1P12 I1P12β
(2)
11

W2
+

S1P12 I2P22β
(2)
12

W2
− γ1 I1 ,

Ṙ1 = γ1 I1 ,

Ṡ2 = − S2P22 I1P12β
(2)
21

W2
− S2P22 I2P22β

(2)
22

W2
− S2P23 I2P23β

(3)
22

W3
− S2P24 I2P24β

(4)
22

W4

− S2P23 I3P33β
(3)
23

W3
− S2P24 I4P44β

(4)
24

W4
,

İ2 =
S2P22 I1P12β

(2)
21

W2
+

S2P22 I2P22β
(2)
22

W2
+

S2P23 I2P23β
(3)
22

W3
+

S2P24 I2P24β
(4)
22

W4
S2P23 I3P33β

(3)
23

W3
+

S2P24 I4P44β
(4)
24

W4
− γ2 I2 ,

Ṙ2 = γ2 I2 ,

Ṡ3 = − S3P33 I2P23β
(3)
32

W3
− S3P33 I3P33β

(3)
33

W3
,

İ3 =
S3P33 I2P23β

(3)
32

W3
+

S3P33 I3P33β
(3)
33

W3
,

Ṙ3 = γ3 I3

Ṡ4 = − S4P44 I2P24β
(4)
42

W4
− S4P44 I4P44β

(4)
44

W4
,

İ4 =
S4P44 I2P24β

(4)
42

W4
+

S4P44 I4P44β
(4)
44

W4
,

Ṙ4 = γ4 I4 .

(4.3)
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Figura 4.4: Invasión del parche 2 a la segunda capa de vecinos de 1.

Con este sistema de ecuaciones diferenciales, estamos modelizando la forma
en que un parche de los primeros vecinos que ha sido invadido por el parche
1, invade a sus vecinos directos. Es claro notar que también podemos interpre-
tar esto de la siguiente forma. Modelizamos como el parche 1 invade a los segundos
vecinos conectadas a él.

Luego el tamaño final de la enfermedad para el parche 3 es:

I3total = S3(0) + I3(0)−
S3(0)

eθ
′
9

,

con θ
′
9 =

P33P23β
(3)
32 [N2−S2(∞)]
γ2W3

+
P2

33β
(3)
33 [N3−S3(∞)]

γ3W3
, y para el parche 4:

I4total = S4(0)−
S4(0)

expθ
′
10

,

con θ
′
10 =

P44P24β
(4)
42 [N2−S2(∞)]
γ2W4

+
P2

44β
(4)
44 [N4−S4(∞)]

γ4W4
.

Observación 4.4. Algo importante de resaltar, en el caso de que la red no tenga
movilidad, los tamaños finales de cada parche están dados por:

Iitotal = Si(0) + Ii(0)−
Si(0)

eθi
, con 1 ≤ i ≤ n ,

y
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θi =
β
(i)
ii [Ni − Si(∞)]

γi Ni
,

= R(i)
0

[Ni − Si(∞)]

Ni
.

Donde R(i)
0 = βi

ii/γi, es el ı́ndice reproductivo básico local de cada parche de la red
metapoblaciona; es decir, el correspondiente R0 del parche cuando no hay movilidad
en la red metapoblacional.

Observación 4.5. Podemos notar que, el tamaño total de infectados para el último
parche siempre dependerá de la cantidad de parches que estén conectados directamente
a él y estén viajando a este, más las infecciones que se puedan generar internamente
por sus propios residentes.

La idea principal de este trabajo consiste en determinar como el parche i
de nuestra red metapoblacional propaga la enfermedad al resto de los parches
de región, pordemos ver que, para el último parche donde calculamos su ta-
maño de relación final, éste solo recibe huéspedes de los parches conectados
directamente a él y en este parche se debe suponer que no hay emigración de
personas.

Con esta idea, la siguiente proposición describe una metodologı́a para calcula
el tamaño total de la enfermedad de n-ésimo parche de la siguiente manera:

Proposición 4.1. Sea n un parche con k conexiones directas que viajan hacia él,
supongamos que en el parche n no hay emigración de personas. Entonces

Intotal = Sn(0) + In(0)−
Sn(0)
expθn

,

donde

θn =
P2

nnβ
(n)
nn [Nn − Sn(∞)]

γnWn
+

k

∑
i=1

PnnPinβ
(n)
ni [Ni − Si(∞)]

γiWn
.

Demostración. Supongamos que para el parche n hay k conexiones y que cada
uno de los parches conectados a él, esta viajando a n. También supongamos
que en el parche n no hay emigración de personas. Entonces de la ecuación
(3.1) del modelo metapoblacional general se tiene

Ṡn = −SnPnn InPnnβ
(n)
nn

Wn
−

k

∑
i

SnPnn(IiPinβ
(n)
ni )

Wn
, (4.4)
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con
Pin = 0 , ∀i > n .

Si dividimos (4.4) entre Sn e integramos de 0 a ∞ obtenemos que:

∫ ∞

0

Ṡn

Sn
= −PnnPnnβ

(n)
nn

Wn

∫ ∞

0
Indt−

k

∑
i

Pnn(Pinβ
(n)
ni )

Wn

∫ ∞

0
Iidt .

Haciendo un análisis análogo al realizado para el modelo SRI para calcular la
relación de tamaño final tenemos que∫ ∞

0
Indt =

[Nn − S∞]

γn
y
∫ ∞

0
Iidt =

[Ni − S∞]

γi
,

sustituyendo obtenemos

log
(

Sn(0)
Sn(∞)

)
= P2

nn β
(n)
nn [Nn−Sn(∞)]

γnWn
+ ∑k

i=1
PnnPin β

(n)
ni [Ni−Si(∞)]
γiWn

.

Como Sn(∞) = Sn(0) + In(0)− Intotal , tenemos que

Intotal = Sn(0) + In(0)−
Sn(0)

eθn
,

donde

θn =
P2

nnβ
(n)
nn [Nn − Sn(∞)]

γnWn
+

k

∑
i=1

PnnPinβ
(n)
ni [Ni − Si(∞)]

γiWn
.

Observación 4.6. Podemos observar que el tamaño final del cualquier parche de
la última capa de vecinos, esta depende de términos del tipo S(∞) los cuales solo
pueden ser calculados ya pasada la epidemia o de forma computacional. Esto es un
inconveniente para tomar medidas preventivas reales ya que los términos S(∞) se
tendrı́an que calcular una vez pasada la epidemia.

4.4. Método iterativo para la estimación de los térmi-
nos Iitotal

A continuación vamos a describir una forma de solucionar este proble-
ma como un procedimiento iterativo que nos permitirá calcular por medio de
aproximaciones (sin la necesidad de tener la expresión implı́cita S(∞)), los va-
lores de Iitotal para cada parche de la red metapoblacional.
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1. Se plantea el modelo metapoblacional con las suposiciones dichas al
principio de este capı́tulo. Una vez planteado el modelo, procedemos
a calcular el tamaño final de la enfermedad para cada parche teniendo
todas las tasas de contacto correspondientes distintas de cero. En este
método, asumimos que en el primer parche es donde empieza la epide-
mia y escribir su tamaño final de los infectados.

Ası́

Iitotal = Si(0) + Ii(0)−
Si(0)

eθi
, con 1 ≤ i ≤ n;

donde

θi =
n

∑
j,k

PikPjkβ
(k)
ij
[
Nj − Sj(∞)

]
γjWk

,

y Pji = 0 cuando j > i.

2. Se sustituye en cada ecuación planteada los términos [Nj − Sj(∞)] por
1. Es decir, plantear que al principio de la enfermedad hay un infectado
de cada parche, resolver cada ecuación; es decir.

I
′
itotal

= Si(0) + Ii(0)−
Si(0)

eθ′i
, con 1 ≤ i ≤ n.

θ′i =
n

∑
j,k

PikPjkβ
(k)
ij

γjWk
,

y Pji = 0 cuando j > i.

3. El tercer paso a seguir será, tomar cada uno de los I
′
itotal

con 1 ≤ i ≤ n,
obtenidos en el paso anterior y sustituirlos en las ecuaciones de tamaño
final para cada parche.

Iitotal = Si(0) + Ii(0)−
Si(0)

eθi
, con 1 ≤ i ≤ n;

donde

θi =
n

∑
j,k

PikPjkβ
(k)
ij

[
I
′
itotal

]
γjWk

,

y Pji = 0 cuando j > i.
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4. Por último, procedemos a calcular nuevamente cada uno de los Iitotales y
repetimos el paso anterior.

Este proceso culminará cuando la diferencia de la iteración m con la iteración
m− 1 sea menor que 0 ≤ ε << 1 en cada Iitotal con 1 ≤ i ≤ n, y el resultado
en la última iteración, será el valor aproximado para el Itotal en cada parche de
nuestra red metapoblacional.

Con este método, podemos aproximar cada Intotal a su valor real sin conocer
de antemano los términos Sn(∞) en cada parche.

La siguiente proposición nos garantiza la convergencia de este método.

Proposición 4.2. Sea f : Rn −→ Rn una función diferenciable definida por

f (x1, · · · , xn) = (N1 −
S1(0)

eθ1
, · · · , Nn −

Sn(0)
eθn

) ,

con θi(x1, · · · , xn) = C1x1 + · · · + Cnxn > 0 ∀1 ≤ i ≤ n, con Cl constantes
∀1 ≤ l ≤ n.

Sea A0 = (1, · · · , 1) ∈ Rn, un vector cuyas entradas son 1 y

Am = f ◦ · · · ◦ f (A0) , con m ≥ 1 ,

donde la composición de la función es m veces. Entonces la sucesión {Am}m∈N con-
verge.

Demostración. Procedamos por inducción. Sea (A0) = (1, · · · , 1) ∈ Rn el pri-
mer elemento de la sucesión {Am}m∈N. Denotemos por θi(m) a la función θ
en la i ésima entrada y en la iteración m. Ası́

θi(0) = Cl(A0) = (C11 + · · ·+ Cn1) .

Demostremos que (Ai
1) > (Ai

0) para cada entrada 1 ≤ i ≤ n.

Sabemos que θi(0) > 0, si aplicamos exponencial a ambos lados obtene-
mos que

expθi(0) > 1 ,

además Si(0) = N1 − Ii(0) , donde Ii(0) ≥ 1 , entonces

1
expθi(0)

< 1 , ∀i, · · · , n .

Luego
Ni − Ii(0)
expθi(0)

< Ni − Ii(0) , ∀i, · · · , n ;
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ası́

1 ≤ Ii(0) < Ni −
Ni − Ii(0)
expθi(0)

,

por lo tanto (Ai
1) > (Ai

0) , ∀1 ≤ i ≤ n .

Ahora, supongamos como hipótesis inductiva que (Ai
k) > (Ai

k−1). Veamos
que se cumple (Ai

k+1) > (Ai
k).

En efecto, por hipótesis inductiva, tenemos que:

(C1 A1
k + · · ·+ Cn An

k ) > (C1 A1
k−1 + · · ·+ Cn An

k−1) .

Luego
θi(k + 1) > θi(k) , ∀1 ≤ i ≤ n .

Aplicando exponencial en ambos lados obtenemos que

expθi(k+1) > expθi(k) ,

por lo tanto
1

expθi(k+1)
<

1
expθi(k)

, ∀1 ≤ i ≤ n ,

con lo que obtenemos que

Ni −
Ni − Ii(0)
expθi(k+1)

> Ni −
Ni − Ii(0)
expθi(k)

, ∀1 ≤ i ≤ n ,

con lo que tenemos que (Ai
k+1) > (Ai

k) , ∀1 ≤ i ≤ n. Ası́ la sucesión {Am}m∈N

es creciente positiva. Por otro lado, esta sucesión es acotada superiormente
por Ni para todas las entradas. Por lo tanto, del análisis en Rn con la topologia
usual [8], la sucesión {Am}m∈N converge.

Con este método iterativo podemos conocer el tamaño final de la enferme-
dad en cada parche de la red metapoblacional. Si en un parche de la red hay
más del 10 % de infectados, asumimos que la epidemia se propago a este par-
che. Ası́ el ı́ndice de invasión R∗ es un número umbral que nos indica si existe
al menos un parche de la red que no fue invadido por la enfermedad. Con este
ı́ndice podemos conocer cuando una epidemia que empieza en un parche i se
propaga o no al resto de los parches de la red metapoblacional.

4.5. Discusión

El siguiente resultado es consecuencia de la proposición 4.2.
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Proposición 4.3. El limite de la sucesión {Am}m∈N en cada entrada de la función
f definida en la proposición 4.2, converge a los Iitotal con 1 ≤ i ≤ n, de la red metapo-
blacional, si los θi son de la forma

θi =
n

∑
j,k

PikPjkβ
(k)
ij
[
Nj − Sj(∞)

]
γjWk

,

y Pji = 0 cuando j > i.

La prueba de esta proposición no se realizara en este trabajo de tesis. La
convergencia fue observada con simulaciones numéricas que mostraremos en
el siguiente capı́tulo.



Capı́tulo 5

Resultados numéricos

En este capı́tulo realizaremos simulaciones numéricas con los ejemplos
descritos en el capı́tulo 4. Mostraremos la convergencia del método iterati-
vo propuesto en este trabajo de tesis y daremos una definición del ı́ndice R∗

de forma numérica, el cual nos dará de manera explicita el número umbral de
cuando una epidemia que empieza en un parche i de la red metapoblacional
invade a menos del 10 % de la población a otro parche de la red.

5.1. Ejemplos numéricos

Ejemplo 5.1. Para el sistema de dos parches (4.1) descrito por la figura (4.2), ana-
licemos el caso cuando el parche 1 tiene epidemia y veamos como se puede propagar
al parche 2. Para esto, tomemos una población de N1 = N2 = 10000. Para el par-
che 1 consideramos que las tasas de contacto β

(1)
11 = β

(2)
11 = β

(2)
12 =1.7 y la tasa de

recuperación γ1 =0.6. Adicionalmente, consideremos que para el parche 2 tomemos
las tasas de contacto β

(2)
21 = β

(2)
22 =0.5 y γ2 =2. Los parámetros de movilidad serán

P11 =0.9, P12 =0.1 y P22 =1. La selección de estos parámetros se hace con el fin de
mostrar un escenario donde el parche 1 infecta a menos del 10 % de la población del
parche 2. En las figuras (5.1) y (5.2) observamos la dinámica de ambos parches con
estos parámetros y con condiciones iniciales S1(0) = 9999, I1(0) = 1, R1(0) = 0 y
S2(0) = 10000, I2(0) = 0, R2(0) = 0.

Al calcular el tamaño final para ambos parches de forma computacional; es decir, cal-
culando los términos S1(∞) y S2(∞) utilizando el lenguaje de programación Python,
obtenemos que:

I1total = 9029,26755533
I2total = 837,171422718

57
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Figura 5.1: Dinámica de la epidemia del parche 1 del ejemplo (5.1).

Al aplicar, el método iterativo propuesto en este trabajo, vemos que para 200 pasos el
estimado esta dado por:

I′1total
= 9029,26755533

I′2total
= 837,171422718

La convergencia en este ejemplo se puede observar en la figura (5.3). Por otro lado, los
valores numéricos de θ1 y θ2 son:

θ1 = 2,33218948282
θ2 = 0,0874301653294

Si fijamos estas tasas de contacto y recuperación de cada parche y variamos los
parámetros de movilidad del parche 1 al parche 2, obtenemos figura (5.4) el cual refleja
como la movilidad es un factor de propagación de la enfermedad.

En este ejemplo podemos observar que el parche 1 no invadió al parche 2, y el término
θ2 < 0,1.

Ejemplo 5.2. Si en el ejemplo (5.1), solo modificamos en el parche 2 las tasa de con-
tacto β

(2)
21 = β

(2)
22 = 1, vemos que el parche 1 infecta a las del 20 % de los residentes

del parche 2 obteniendo una invasión en el parche 2 de la enfermedad, figuras (5.5) y
(5.6). Para este ejemplo tenemos que los valores numéricos de los θ1 y θ2 son:

θ1 = 2,34475700753
θ2 = 0,230601900492
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Figura 5.2: Dinámica de la enfermedad en el parche 2 del ejemplo (5.1) con
menos del 10 % de sus residentes infectados.

Figura 5.3: Convergencia de método iterativo a los Intotales (lı́nea roja), calcula-
dos de manera computacional en el ejemplo (5.1).
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Figura 5.4: Gráfica de bifurcación con movilidad P12 variando en el intervalo
[0, 1].

Calculando el total de personas infectadas en cada parche calculado de manera
computacional; es decir, calculando los S1(∞) y S2(∞) utilizando el lenguaje de pro-
gramación Python, obtenemos que:

I1total = 9041,39091941
I2total = 2059,44483768

Nuevamente, al utilizar nuestro método iterativo con 200 pasos, obtenemos que:

I′1total
= 9041,39091941

I′2total
= 2059,44483768

En este ejemplo vemos como el parche 1 si invade al parche 2 y los valores de los
θ1 y θ2 son mayores que 0, 1.

Ejemplo 5.3. Para el sistema de tres parches (4.2) descrito en la figura (4.3), consi-
deremos una población N1 = N2 = N3 = 10000. Para el parche 1 consideremos las
tasas de contacto β

(1)
11 = β

(2)
11 = β

(2)
12 =1.7 y la tasa de recuperación γ1 =0.8. Adicio-

nalmente para el parche 2 consideremos las tasas de contacto β
(2)
21 = β

(2)
22 = β

(3)
22 =

β
(3)
23 = 1 y la tasa de recuperación γ2 = 2. Por último, para el parche 3 las tasas de

contacto a considerar son β
(3)
32 = β

(3)
33 =0.7 y la tasa de recuperación γ3 = 2. Las ta-

sas de movilidad entre los tres parches viene dada por P11 = P12 = P22 = P23 =0.5 y
P33 = 1. La selección de estos parámetros se realizo con el fin de mostrar un escenario
donde el parche 1 invade al parche 2 pero no logra invadir al parche 3; es decir, para



5.1. EJEMPLOS NUMÉRICOS 61

Figura 5.5: Dinámica de la epidemia en el parche 1 del ejemplo (5.2) con β
(2)
21 =

β
(2)
22 = 1 .

Figura 5.6: Dinámica de la epidemia en el parche 2 del ejemplo (5.2) con β
(2)
21 =

β
(2)
22 = 1 .
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el parche 3 menos del 10 % de sus residentes no contrajo la enfermedad. Las figuras
(5.7), (5.8) y (5.9) muestran la dinámica para cada parche con condiciones iniciales
S1(0) = 9999, I1(0) = 1, R1(0) = 0, S2(0) = 10000, I2(0) = 0, R2(0) = 0, y
S3(0) = 10000, I3(0) = 0, R3(0) = 0.

Al calcular los tamaños finales en cada parche de forma computacional; es decir, cal-
culando los términos S1(∞) , S2(∞) y S3(∞) utilizando el lenguaje de programación
Python, obtenemos que:

I1total = 6787,87659346
I2total = 2528,70776929
I3total = 647,131265877

Notamos que el parche 2 tiene mas del 20 % de la población infectada, pero en el parche
3 menos del 7 % de la población fue infectada; es decir, el parche 1 invadió al parche 2
pero no lo hizo en el parche 3.

Si calculamos los tamaños finales con el proceso iterativo, con 200 pasos tenemos que:

I′1total
= 6787,87659346

I′2total
= 2528,70776929

I′3total
= 647,131265877

y la convergencia se puede observar en la figura (5.10).
Los valores numéricos de las funciones θn son:

θ1 = 1,13555287218
θ2 = 0,291517119425
θ3 = 0,0669019802683

En este ejemplo notamos que en los parches donde hay infección los términos, θ1
y θ2 son mayores que 0, 1 y para el parche donde no se propago la epidemia a mas del
10 % de la población θ3 < 0,1.

Ejemplo 5.4. Si en el ejemplo (5.3), en el parche 2 cambiamos las tasas de contactos
β
(2)
21 = β

(2)
22 = β

(3)
22 = β

(3)
23 =0.5, la tasa de recuperación γ2 =2.3 y las tasas de

movilidad de parche 1 al parche 2 por P11 =0.7 y P12 =0.3, obtenemos las dinámicas
que muestran las figuras (5.11), (5.12) y (5.13). Al calcular los tamaños finales de
manera computacional obtenemos que:

I1total = 7105,39333081
I2total = 926,875429952
I3total = 213,439240114
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Figura 5.7: Dinámica de la epidemia en el parche 1 del ejemplo (5.3).

Figura 5.8: Dinámica de la epidemia en el parche 2 del ejemplo (5.3).
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Figura 5.9: Dinámica de la enfermedad en el parche 3 del ejemplo (5.3).

Figura 5.10: Convergencia de método iterativo a los Intotales (lı́nea roja), calcu-
lados de manera computacional en el ejemplo (5.3).
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Figura 5.11: Dinámica de la epidemia en el parche 1 en el ejemplo (5.4)

Al calcular nuevamente los tamaños finales con el método iterativo, para 200 pasos
tenemos que

I′1total
= 7105,39333081

I′2total
= 926,875429952

I′3total
= 213,439240114

En este escenario notamos que, aunque en el parche 1 hay una epidemia, en el parche
2 hay menos del 10 % de la población que contrae la enfermedad mientras que en el
parche 3 menos del 3 % la contrae; es decir, la enfermedad no se propago en los parches
2 y 3.

En este caso el valor de los θn son:

θ1 = 1,23963585176
θ2 = 0,0972683931479
θ3 = 0,021574999512

En este ejemplo notamos que en el parche donde hay infección el término θ1 > 0,1
mientas que en los parches donde no se propago la epidemia a más del 10 % de la
población, los términos θ2 y θ3 son menores que 0, 1.

Ejemplo 5.5. Por último, podemos preguntarnos si para el sistema de tres parches
(4.2) descrito en la figura (4.3) si hay una combinación de parámetros para los cuales
el parche 2 tenga menos del 10 % de la población infectada pero, en el parche 3 si se
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Figura 5.12: Dinámica de la enfermedad en el parche 2 en el ejemplo (5.4)

Figura 5.13: Dinámica de la enfermedad en el parche 3 en el ejemplo (5.4)
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generen una cantidad considerable de infecciones.

Para esto, podemos considerar los siguientes parámentos. Para el parche 1 tomemos
las mismas tasas de movilidad y recuperación del ejemplo (5.3). Para el parche 2 haga-
mos β

(2)
21 = β

(2)
22 = β

(3)
22 = β

(3)
23 =0.15 y la tasa de recuperación γ2 =3. Por ultimo,

para el parche 3, las tasas de contacto son β
(3)
32 = β

(3)
33 =1.5 y la tasa de recupera-

ción γ3 = 1. Los parámetros de movilidad del parche 1 al parche 2 son P11 =0.9 y
P12 =0.1, mientras que del parche 2 al parche 3 están dadas por P22 = 0.1 y P23 =0.9.
La dinámica de cada parche puede ser vista en las figuras (5.14),(5.15) y (5.16).

Al calcular los tamaños finales de forma computacional en cada parche obtenemos
que

I1total = 8027,3365879
I2total = 911,258412302
I3total = 6229,96995269

Si volvemos a calcular estos términos con el proceso iterativo, con 200 pasos tenemos
que

I′1total
= 8027,3365879

I′2total
= 911,258412302

I′3total
= 6229,96995269

Podemos observar que, pueden existir combinaciones de parámetros en los cuales el
parche 1 no infecta a más del 10 % de la población, pero si desencadena epidemia en
el parche 3; es decir, infecta a más del 10 % de sus residentes. Es importante destacar
que la movilidad es un parámetro que influye en este escenario.

Al calcular los θn de cada parche tenemos que

θ1 = 1,62310047252
θ2 = 0,0955486335854
θ3 = 0,975502121457

En este ejemplo notamos que en los parches donde hay infección los términos, θ1
y θ3 son mayores que 0, 1 y para el parche donde no se propago la epidemia a mas del
10 % de la población θ2 < 0,1

Ejemplo 5.6. Ahora veamos el comportamiento del sistema de 4 parches (4.3) descri-
to por la figura (4.4), cuando el parche 1 con epidemia ya invadió al parche 2 y veamos
como invade o no a los parche 3 y 4.
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Figura 5.14: Dinámica de la epidemia en el parche 1 del ejemplo (5.5).

Figura 5.15: Dinámica de la enfermedad en el parche 2 del ejemplo (5.5).
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Figura 5.16: Dinámica de la epidemia en el parche 3 del ejemplo (5.5).

Para el parche 1 consideremos las tasas de contactos β
(1)
11 = β

(2)
11 = β

(2)
12 =1.7 y

la tasa de recuperación γ1 =0.9. Adicionalmente, para el parche 2 consideremos las
tasas de contactos β

(2)
21 = β

(2)
22 = β

(3)
22 = β

(3)
23 = β

(4)
22 = β

(4)
24 =1.1 y tasa de recupe-

ración γ2 =2.5. Para el parche 3, se consideran las tasas de contacto β
(3)
32 = β

(3)
33 =0.8

y la tasa de recuperación γ3 =1.8, y por último para el parche 4 las tasas de contacto
son β

(4)
42 = β

(4)
44 =0.5 y la tasa de recuperación γ4 = 1. Los parámetros de movi-

lidad serán del parche 1 al parche 2 P11 = P12=0.5, del parche dos al parche 3 y 4,
P23 = P24 =0.1 y ası́ P22 =0.8. Los parámetros internos de movilidad del parche 3 y
4 son P33 = P44 =1. La elección de estos parámetros es tener un escenario donde el
parche 1 ya invadió al parche 2; es decir, más del 10 % de sus residentes fue infectada
pero en los parches 3 y 4 no se propago la epidemia; es decir, menos del 10 % de los
residentes en estos parches no contrajo la enfermedad. La dinámica de la enfermedad
en cada uno de estos parches con condiciones iniciales S1(0) = 9999, I1(0) = 1,
R1(0) = 0, S2(0) = 10000, I2(0) = 0, R2(0) = 0 , S3(0) = 10000, I3(0) = 0,
R3(0) = 0 y S4(0) = 10000, I4(0) = 0, R4(0) = 0 se pueden ver en las figuras
(5.17), (5.18), (5.19) y (5.20).

Al calcular los tamaños finales en cada parche de forma computacional; es decir, cal-
culando los términos S1(∞) , S2(∞) , S3(∞) y S4(∞) utilizando el lenguaje de pro-
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gramación Python, obtenemos que:

I1total = 5075,65542408
I2total = 2134,45187915
I3total = 103,277145414
I4total = 70,6641580192

Si calculamos los mismos términos con nuestro método iterativo, con 200 pasos
tenemos que

I′1total
= 5075,65542408

I′2total
= 2134,45187915

I′3total
= 103,277145414

I′4total
= 70,6641580192

La convergencia del método la podemos observar en la figura (5.21).
Acá vemos como la epidemia solo se propagó al segundo parche, mientras que en

el parche 3 menos el 2 % contrajo la enfermedad y el en parche 4 menos del 1 % la
contrajo.

Al calcular el valor de los θn, tenemos que

θ1 = 0,708398856312
θ2 = 0,240102825759
θ3 = 0,0103821285137
θ4 = 0,00709282878115

En este ejemplo nuevamente vemos que en los parches donde hay infección los
términos, θ1 y θ2 son mayores que 0, 1 y para los parches donde no se propago la
epidemia a mas del 10 % de la población; es decir, los parches 3 y 4 los términos θ3 y
θ4 son menores que 0, 1.

Ejemplo 5.7. Si en el ejemplo (5.6) en el parche 4 cambiamos las tasas de contacto
por β

(4)
42 = β

(4)
44 =1 y la tasa de recuperación γ4 =0.8 obtenemos una dinámica en

cada parche que se pueden observar en las figuras (5.22),(5.23),(5.24) y (5.25). Cal-
culando los tamaños finales de la enfermedad en cada parche de forma computacional,
obtenemos que:

I1total = 5158,81552639
I2total = 2447,23143051
I3total = 118,046682783
I4total = 2502,62411042
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Figura 5.17: Dinámica de la epidemia en el parche 1 del ejemplo (5.6).

Figura 5.18: Dinámica de la epidemia en el parche 2 del ejemplo (5.6).
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Figura 5.19: Dinámica de la enfermedad en el parche 3 del ejemplo (5.6).

Figura 5.20: Dinámica de la enfermedad en el parche 4 del ejemplo (5.6).
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Figura 5.21: Convergencia de método iterativo a los Intotales (lı́nea roja), calcu-
lados de manera computacional en el ejemplo (5.6) en su primer escenario.

Al calcular estos términos con nuestro método iterativo, a 200 pasos tenemos que:

I′1total
= 5158,81552639

I′2total
= 2447,23143051

I′3total
= 118,046682783

I′4total
= 2502,62411042

En este escenario, vemos como la enfermedad llego al parche 4 más no invadió al parche
3 ya que menos del 2 % de su población contrajo la enfermedad.

Al calcular los θn en cada parche obtenemos que

θ1 = 0,725817949536
θ2 = 0,28091393693
θ3 = 0,0118887816477
θ4 = 0,293288126841

Nuevamente vemos que en los parches donde hay infección los términos, θ1, θ2 y θ4
son mayores que 0, 1 y para el parche donde no se propago la epidemia a mas del 10 %
de la población; es decir, el parche 3 el término θ3 es menor que 0, 1.

Con éstos ejemplos, podemos notar la convergencia de nuestro método ite-
rativo a los Intotales en cada parche de la red metapoblacional, sin importar el
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Figura 5.22: Dinámica de la epidemia en el parche 1 del ejemplo (5.7).

Figura 5.23: Dinámica de la epidemia en el parche 2 del ejemplo (5.7).
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Figura 5.24: Dinámica de la enfermedad en el parche 3 del ejemplo (5.7).

Figura 5.25: Dinámica de la epidemia en el parche 4 del ejemplo (5.7).
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escenario que planteemos para modelar la epidemia. Ademas se pudo obser-
var que el término θn siempre es menor que 0, 1 en los parches donde menos
del 10 % de sus residentes contraen la enfermedad. Esto nos da una forma de
calcular el ı́ndice de invasión R∗ de manera explicita.

5.2. Discusión

Empecemos esta sección definiendo el ı́ndice de invasión R∗ de manera
explicita.

Definición 5.1. Sea f (x1, · · · , xn) una función como en la proposición (4.2) y sea

θi =
n

∑
j,k

PikPjkβ
(k)
ij
[
Nj − Sj(∞)

]
γjWk

,

y Pji = 0 cuando j > i. Se define R∗ como

R∗ = min{θi} , 1 ≤ i ≤ n.

Si R∗ <0.1, la epidemia no se propagará por todos los parche de la red.

Si R∗ ≥0.1, la epidemia se propagará por los parches de la red.

Observación 5.1. En cada uno de los ejemplos descritos, podemos observar que en
los parches donde no hay una invasión mayor al 10 % de la población, el valor de θn
en esta entrada es menos que 0.1. Una forma de ver esto es la siguiente.

Intotal ≈ Nn −
Nn

expθn
,

≈ Nn

(
1− 1

expθn

)
,

ası́

θn ≈ − log
(

1−
Intotal

Nn

)
.

Como Intotal /Nn es la cantidad de individuos infectados en el parche n, si queremos
que menos del 10 % de la población de este parche esté infectada se debe cumplir que
Intotal /Nn < 0, 1. Sustituyendo esta expresión en la ecuación de θn tenemos que

θncrit < − log(1− (0,1)) = 0,105360515658 .

Al considerar el vector θi con 1 ≤ i ≤ n. Si en la entrada i-ésima el valor de
θi <0,1, en el parche correspondiente a esa entrada, no habrá una proporción
significativa de infecciones generadas por el primer parche donde empieza la
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epidemia, como se vió reflejado en los ejemplos anteriores en distintos esce-
narios.

Con el método iterativo propuesto en este trabajo, podemos calcular tantos
valores de Iitotal y θi con 1 ≤ i ≤ n, sin la necesidad de utilizar los términos
computacionales Si(∞). Esto significa que el indice R∗ es un parámetro pre-
ventivo, el cual nos puede dar información de como una epidemia que empie-
za en un parche i de la red metapoblacional, se puede propagar o no a todos
los parches de la red, sin la necesidad de esperar que la epidemia haya pasado.

Por último, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.8. Consideremos una red como en la figura (5.26). Para este caso particu-
lar hagamos que el parche 1 tenga infección; es decir θ1 ≥ 0,1. A partir del parche 2
hagamos todos los parches homogéneos; es decir, todas las tasas de contacto son igual a
β y las tasas de recuperación son igual a γ. Los parámetros de movilidad serán iguales
a partir de este parche hasta el último parche donde no hay emigración de personas; es
decir, Pnn = 1. Acá sólo iremos en una dirección como en el ejemplo (5.3) (nos interesa
ver como el parche 1 invade o no al resto de la red). Luego el sistema está dado por

Ṡ1 = − S1P11 I1P11β
(1)
11

W1
− S1P12 I1P12β

(2)
11

W2
− S1P12 I2P22β

(2)
12

W2
,

İ1 =
S1P11 I1P11β

(1)
11

W1
+

S1P12 I1P12β
(2)
11

W2
+

S1P12 I2P22β
(2)
12

W2
− γ1 I1 ,

Ṙ1 = γ1 I1 ,
.
.
.

Ṡi = −
Si Pii Ii−1P(i−1)i β

(i)
i(i−1)

Wi
− Si Pii Ii Pii β

(i)
ii

Wi
− Si Pn(i+1) Ii Pi(i+1)β

(i+1)
ii

Wi

−
Si Pi(i+1) Ii+1P(i+1)(i+1)β

(i+1)
i(i+1)

Wi+1
,

İi =
Si Pii Ii−1P(i−1)i β

(i)
i(i−1)

Wi
+

Si Pii Ii Pii β
(i)
ii

Wi
+

Si Pi(i+1) Ii Pi(i+1)β
(i+1)
ii

Wi

+
Si Pi(i+1) Ii+1P(i+1)(i+1)β

(i+1)
i(i+1)

Wi+1
− γi Ii ,

Ṙi = γi Ii ,
.
.
.

Ṡn = −
SnPnn In−1P(n−1)n β

(n)
n(n−1)

Wn
− SnPnn InPnn β

(n)
nn

Wn
,

İn =
SnPnn In−1P(n−1)n β

(n)
n(n−1)

Wn
+ SnPnn InPnn β

(n)
nn

Wn
,

Ṙn = γn In .

Al considerar en el parche 1 las tasas de contacto β
(1)
11 = β

(2)
11 = β

(2)
12 =1.7 y la tasa de
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Figura 5.26: Red ejemplo (5.8).

recuperación γ1 =0.9 estamos garantizando que hay epidemia en este parche. Para el
resto de los parches consideramos la tasa de contacto β = 1 y la tasa de recuperación
γ = 2 con parámetros de movilidad entre cada parche de Pij =0.5. Calculemos los
tamaños finales de forma computacional para los primeros 3 parches y veamos que
podemos inferir de los demás parches con este resultado. Para los primeros 3 parche
tenemos que:

I1total = 5744,22243704
I2total = 1903,18853717
I3total = 317,864606973

Al calcular estos términos con nuestro método iterativo, a 200 pasos tenemos que

I′1total
= 5744,22243704

I′2total
= 1903,18853717

I′3total
= 317,864606973

Como el resto de los parches son homogéneos, podemos decir que los Iitotal con 4 ≤ i ≤
n, tenderá a disminuir y ası́ la enfermedad se ira disipando a medida que avanza por
la red.

Para este caso el valor de los θn son

θ1 = 0,854207601662
θ2 = 0,211114755378
θ3 = 0,0323026175806
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Aca el para n = 3, el ı́ndice R∗ = min{θn} = 0,0323026175806 < 0, 1. Si a
partir del parche 2 cambiamos solo la tasa de recuperación a γ =0.5 obtenemos que
los tamaños finales de la enfermedad calculados computacionalmente están dados por:

I1total = 8367,05766337
I2total = 7373,74608188
I3total = 7344,67502594

Al calcular estos términos con nuestro método iterativo, a 200 pasos tenemos que

I′1total
= 8367,05766337

I′2total
= 7373,74608188

I′3total
= 7344,67502594

Acá la invasión es evidente en estos parches (cada uno de ellos tiene más del 10 % de
la población infectada), aunque se ve una pequeña disminución del parche 2 al parche
3. Como el resto de los parches son homogéneos, igual que en el caso anterior, podemos
decir que la enfermedad irá disminuyendo en cuanto vaya avanzando al resto de los
parches de la red.

En este escenario el valor de los θn son

θ1 = 1,81210158594
θ2 = 1,33702662791
θ3 = 1,32601804501

siendo R∗ = min{θn} = 1,32601804501 > 0,1.

Observación 5.2. En el ejemplo anterior podemos ver que si n −→ ∞, la enfermedad
tenderá a disiparse y eventualmente tendera a cero cuando la red es homogénea.

Este ejemplo, ilustra como para una red de gran cantidad de parches con
condiciones de homogeneidad, la predicción de si un parche i fijo donde em-
pieza una epidemia puede o no invadir al resto de la red, puede hacerse ana-
lizando pocos parches de la red metapoblacional. Esto es una buena forma de
tomar medidas preventivas para redes metapoblacionales de gran escala.
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Capı́tulo 6

Conclusiones

Proponemos un ı́ndice de invasión R∗ para enfermedades descritas por
modelos SIR en redes metapoblaciones. Este ı́ndice nos proporciona infor-
mación de cuando una epidemia que empieza en un parche i fijo de la red
metapoblacional, podrá o no propagarse por toda la red.

La construcción de este ı́ndice nos llevo al cálculo de los tamaños finales de
la enfermedad en todos los parches de la red metapoblacional con un méto-
do iterativo, el cual se pudo realizar sin la necesidad calcular los términos
computacionales Sn(∞). Como consecuencia, el cálculo del ı́ndice de invasión
R∗ puede realizarse con el mismo método propuesto en este trabajo. Esto es
una ventaja significativa ya que el término R∗ es un ı́ndice preventivo, el cual
nos permite inferir cuando la epidemia se propaga o no al resto de la red. Al
conocer el vector θi con 1 ≤ i ≤ n, podemos ver cuales son los parches don-
de se puede propagar la enfermedad con anticipación y ası́ tomar medidas
preventiva para minimizar los casos de individuos infectados en dichos par-
ches, evitando de esta forma epidemias en otros parches. Esto es de mucha
importancia para las polı́ticas de salud que un paı́s pueda tomar, pues permi-
te tomar acciones antes de que la epidemia qué empieza en un parche i de la
red, se propague al resto de los parches, evitando que la población adquiera
la enfermedad en estos parches.

El método iterativo nos da el cálculo tanto del R∗ como el de los Intotales en cada
parche de la red sin recurrir a los términos Sn(∞) los cuales solo pueden ser
calculados de manera implı́cita de forma computacional o una vez haya pa-
sado la epidemia en la red metapoblacional. Esto es un resultado interesante,
pues permite modelar distintos escenarios de propagación de la enfermedad,
sin tener que recurrir al experimento in vitro. Esto permitirá entender un poco
más el efecto que tiene la movilidad en redes con estructura espacial, lo cual es
fundamental para la propagación de enfermedades en la red metapoblacional.
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Parche 1

Figura 6.1: Red con estructura de árbol.

6.1. Trabajos futuros

Esta investigación nos presenta una lista interesante de trabajos futuros a
realizar.

Dar una demostración formal a la proposición (4.3). Esto con el fin de
probar de manera analı́tica la convergencia de nuestro método a los
términos Intotal , en todos los parches de nuestra red metapoblacional.

Elaborar una red metapoblacional real y verificar con parámetros de la
literatura de una enfermedad en especifico el resultado propuesto en
este trabajo de tesis.

Plantear el ı́ndice de invasión R∗ a enfermedades de transmisión por
vectores, especı́ficamente enfermedades trasmitidas por el mosquito Ae-
des aegypti, (dengue, zika, virus mayaro, chikunguña).

Analizar otros tipos de redes como el descrito en la figura (6.1).

Estudiar la expresión θn ≈ − log
(

1− Intotal
Nn

)
, la cual nos puede dar

información de los porcentajes de personas que pueden contraer la en-
fermedad en cada parche de nuestra red metapoblacional.

Redacción de un artı́culo cientı́fico con los resultados más importantes
de este trabajo.
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