Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
Facultad de Ciencias Fisico-Matemiiticas

Posgrado en Ciencias Matemadticas

Propuesta de un indice de
invasion para epidemias
descritas por modelos SIR en
redes meta-poblacionales.

Tesis que se presenta como requisito final para obtener el
titulo de
Maestro en Ciencias ( Matemdticas )

Autor: Licenciado Uvencio José Giménez Mujica
Directores de tesis: Dr Jorge Veldzquez Castro
Dr Andrés Anzo Herndndez

Puebla, Puebla, Diciembre 2018.






Dedicatoria

A mis padres.






Agradecimientos

Primeramente agradezco a mis padres, a mi familia y mis amigos, por su
apoyo. Especialmente a mi madre por todo el amor que me ha dado, por guiar-
me y apoyarme.

A mis asesores, por guiarme en este proyecto que me ha hecho crecer en lo
personal y profesional.

Agradezco al CONACYT por su apoyo econdmico, el cual me permitié termi-
nar mis estudios de maestria en el tiempo planteado sin preocuparme por mi
economia personal.

También agradezco al cuerpo académico de ecuaciones diferenciales y mode-
lacién matematica de la FCFM BUAP, particularmente al Dr. Jorge Veldzquez
Castro, por apoyarme econdmicamente en los primeros meses de mi maestria.
Y a todos los que de alguna manera contribuyeron a este logro, gracias totales.






Capitulo 1

Introduccion

En la actualidad, las enfermedades de transmision humano-humano, des-
crita por modelos tipo SIR (gripe, influenza, HIN1, sarampién etc), son de
gran preocupacion en la mayoria de los paises|[6].

Este tipo de enfermedades son recurrentes en todo el mundo y una gran parte
de la poblacién es susceptible de contraerlas. Por eso, todas las medidas pre-
ventivas que los organismos mundiales de salud o los entes gubernamentales
puedan tomar para minimizar las epidemias causadas por este tipo de enfer-
medades, son muy importantes de elaborar.

Muchas investigaciones a lo largo de los afios, han demostrado que las ecua-
ciones diferenciales son una herramienta muy ttil para modelizar este tipo de
enfermedad, pues permite hacer analisis muy precisos y concretos y de ma-
nera no in vitro [1],[3],[9],[14]; es decir, no es necesario esperar que haya una
epidemia para saber su comportamiento.

Ademas, con las nuevas tecnologias, podemos no solo modelizar la dindmi-
ca de una enfermedad de este tipo. Gracias a las redes complejas, podemos
hacer modelos matematicos, que describan una regién con estructura espa-
cial (paises, estados, ciudades, etc), las cuales pueden subdividirse en regiones
mdés pequenas (parcelas, colonias, barrios, etc), que llamaremos parches|[1], [10]
,[14]. Esto nos da herramientas para plantearnos un sin fin de preguntas intere-
santes respecto a el comportamiento de este tipo de enfermedades en regiones
mds generales.

Una de estas preguntas es: ; bajo qué circunstancias una epidemia establecida
en un parche i, de nuestra red metapoblacional podra o no desencadenar epi-
demias al resto de los parches de la red?.

Esta es una interrogante muy importante para tomar medidas de prevencion,
pues nos permitiria saber con anticipacién, cuales son las regiones donde hay
maés posibilidades de que la enfermedad se convierta en epidemia, logrando
asi que los entes gubernamentales tomen acciones para evitar estos escena-
rios.
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Esto nos hace tratar de definir un indice de invasién que llamaremos R*, el
cual resumird informacién de cudndo una epidemia que empieza en un par-
che i en la red metapoblacional, podra o no invadir al resto de los parches de
la red. Esto nos dard un indice preventivo que ayudard a evitar epidemias en
regiones de gran vulnerabilidad en el contagio de este tipo de enfermedades.

Este trabajo de investigacion se realizara bajo el siguiente esquema.

En el capitulo 2 daremos una introduccién a los sistemas dindmicos y defi-
niremos las herramientas basicas que nos garanticen la estabilidad de estos.
Describiremos el modelo compartimental SIR el cual modeliza el tipo de en-
fermedades para el cual queremos proponer el indice de invasién R* y se hara
el desarrollo de una técnica para el célculo del ntiimero de reproduccién Rg
llamada matriz de la siguiente generacion.

En el capitulo 3 describiremos el modelo metapoblacional de forma general
en el cual estd basado nuestro estudio y daremos expresiones explicitas para
el ntimero de reproduccién bésico en el caso donde nuestro modelo tenga solo
dos parches.

En el capitulo 4 haremos un anélisis de distintos escenarios de cémo una en-
fermedad que empieza en un parche i fijo de la red metapoblacional, puede
o no invadir al resto de los parches de la red. Con la ayuda de éste andlisis
definiremos el indice de invasién R*, el cual resume informacién de cuando
una epidemia puede o no propagarse a toda la red.

Por dltimo en el capitulo 5 daremos las conclusiones mas importantes resul-
tantes de este trabajo de investigacion y algunos de los trabajos futuros que se
plantean al definir este indice de invasion.
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Capitulo 2

Preliminares

En esté capitulo haremos una descripcién de las herramientas matemati-
cas que utilizaremos en este trabajo de tesis. Iniciaremos describiendo algunos
conceptos basicos de los sistemas dindmicos y una metodologia para analizar
su estabilidad. Continuaremos describiendo el modelo epidémiologico com-
partimental SIR, el cual es nuestro modelo principal de estudio para este tra-
bajo de tesis. Posteriormente, describiremos una forma de calcular el indice
reproductivo basico Ry llamado la matriz de siguiente generacién (NGM), la
cual nos dard una herramienta para determinar las condiciones de estabilidad
del sistema SIR.

2.1. Estabilidad de los sistemas dinamicos

Consideremos el sistema auténomo no lineal

con x(0) = xp, donde x = (x1,x2,..,x;)T € R" es el vector de estados, f :
D — R",con D € R” un dominio y f es una funcién no lineal llamada campo
vectorial, el cual describe la evolucion del sistema dindmico (2.1). Asumiremos
que el campo vectorial satisface:

Definicién 2.1. [[8], p. 190.] Una funcién f : D — R" se llama funcién de Lips-
chitz, cuando existe una constante L > 0, (Ilamada constante de Lipschitz de la fun-
cion f) tal que:

f () = fWII < LII(x =yl VY(xy) €D, (22)
Observacion 2.1. [[7], p. 89.] Si reescribimos (2.2) como

1) — FW)I
CER

11
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observamos que una recta que una a dos puntos cualesquiera de f(x), no puede tener
pendiente mayor al valor absoluto de L. Por lo tanto, cualquier funcion que tenga
pendiente infinita en un punto, no es Lipschitz en dicho punto.

La familia de todas las soluciones de (2.1) es llamada el espacio fase. Los
puntos de particular interés en el estudios de los sistemas dindmicos son aque-
llos en el que el campo vectorial se anula.

Definiciéon 2.2. [[7], p. 3.] Un punto x = x* en el espacio fase se dice que es un
punto de equilibrio de (2.1), si tiene la propiedad de que, cada vez que el estado del
sistema comienza en x*, éste permanece en x* para todo tiempo futuro. Los puntos de
equilibrio son las raices reales de la ecuacion

f(x*)=0.

Definicién 2.3. [[13], Definicién 1.4, p. 13.] Un punto de equilibrio de (2.1) es ais-
lado si, existe un 6 > 0 tal que no existe otro punto de equilibrio en la bola B(x*,6) =
{x:]x—x*|<d}.

Observacién 2.2. [[7], P 112.] No existe perdida de generalidad en suponer que el
punto de equilibrio estd en el origen de R", es decir x* = 0, dado que cualquier
punto de equilibrio puede ser desplazado al origen mediante el cambio de variable
y=x—x"

Notamos que la derivada de "y’ esta dada por

y=x=f(x)=f(y+x).

Si definimos g(y) = f(y + x), obtenemos que g(0) = 0. De esta forma, en la nueva
variable y’, el sistema tiene el punto de equilibrio en el origen.

Para el enunciado de definiciones y teoremas, vamos a suponer que el pun-
to de equilibrio del sistema (2.1) se encuentra en el origen de R”.

Definicién 2.4. [[7], Definicion 4.1, p. 112.] El punto de equilibrio x = 0 de (2.1) es
w Estable, si para todo € > 0, existe 6 = 6(¢) > 0 tal que

1 x(0) [|[< 6 = x(t) |<e Vi > 0.

m [nestable, si no es estable.

= Asintéticamente estable, si es estable y 6 se puede elegir de tal forma que

| x(0) f|< 6 = tim x(t) = 0.
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Elrequerimiento ¢ — J para la estabilidad toma una forma desafié-respuesta;
es decir, para demostrar que el punto de equilibrio del sistema (2.1) es estable,
se tiene que cumplir que, para cualquier valor de ¢ dado, debemos determinar
un valor §, posiblemente dependiente de ¢, tal que la trayectoria que comience
en un vecindario del punto de equilibrio de radio ¢ , nunca deje dicho vecin-
dario. En otras palabras, un punto de equilibrio es estable si, todas las solucio-
nes del sistema que comienzan en puntos cercanos del equilibrio, permanecen
cerca de él y mds atin, es asintéticamente estable si, todas las soluciones que
comienzan cerca del equilibrio no sélo permanecen cerca de él, sino que tam-
bién convergen al punto de equilibrio cuando t — co.

Retomando el sistema (2.1), por el teorema de valor medio [7]

Fix) = £:0) + Lizye, viz1,

donde z; es un punto en el segmento de recta que une a x con el origen. La
igualdad anterior es valida para cualquier x € D tal que, el segmento de recta
que conecta a x con el origen se encuentre totalmente contenida D. Ya que
£(0) = 0, podemos reescribir la ecuacién anterior como:

Por lo tanto
f(x) = Ax+g(x),
donde 5 5 5
A=Fo v sw=|Fe-Fo)s
La funcién g;(x) satisface

0 a
e |_Hﬁ i ann

Por la continuidad de {%} vemos que

18(x) |

x| — 0 cuando || x||— 0.

Esto demuestra que en un vecindario alrededor del punto de equilibrio, el
sistema dindmico no lineal (2.1) se comporta como un sistema de la forma:

x=Ax donde A= gi( 0). (2.3)
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Observacion 2.3. A la matriz A se le conoce como matriz Jacobiana del sistema
(2.1).

El sistema lineal invariante (2.3) [7], tiene un punto de equilibrio en el ori-
gen, el cual es aislado si, y sélo si, det A # 0. Si el det A = 0, todo punto en
el kernel de A es un punto aislado. Notemos que un sistema lineal no puede
tener multiples puntos aislados, debido que x* y z* son dos puntos de equili-
brio de (2.3), entonces por linealidad, todo punto en la recta que conecta a x*
con z* son puntos aislados.

Las propiedades de estabilidad de los puntos de equilibro pueden caracte-
rizarse mediante la ubicacion de los eingenvalores de A en el sub-espacio pro-
pio asociados a ellos.

Por la teoria de los sistemas dindmicos lineales [12], tenemos que la solucién
de (2.3) con condicién inicial con x(0) = 0 esta dada por

x(t) = exp(At)x(0). (24)

Si asumimos que A es una matriz invertible, entonces existe una matriz no
singular P (posiblemente compleja), que transforma A en su forma canénica;
esto es,

PAP =] =l Ja - Jul,

donde J; son los bloques de Jordan asociados a los eigenvalores A; de A. El
bloque de Jordan de orden uno tiene la forma J; = A;, mientras que el bloque
de Jordan de orden n > 1 toma la forma

A1 0 - 0
0 A 10 0
Ji=|" - 0 ,
0 1
O )\l nxn
por lo tanto
r n;
exp(At) = Pexp(]Jt)P ZZ Yexp(Ait) Ry,

i=1k=1

donde 7; es el orden del bloque de Jordan J; y R es el rango de la matriz.
Si la matriz A tiene un eigenvalor A; repetido con multiplicidad algebraica
g;, entonces el bloque de jordan asociado a A; tiene orden uno si y sélo si
rank(A —A;) =n —gq;.
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Para el sistema lineal (2.3),[13] recordemos que el punto de equilibro se en-
cuentra en el origen. Si el rango de la matriz A es dos, entonces existe P, tal
que P~ AP = ]. Para determinar la forma de Jordan de la matriz A, propon-
gamos el siguiente cambio de variable z = P~1x. Al derivarla obtenemos:

;=P 1Ax = P 1APP 'x = Jz. (2.5)

Teniendo como solucién z = ¢/*z(0). De esta forma vemos que la estabilidad
del punto de equilibrio de (2.1) depende de cémo son las entradas de J.

De lo anterior surgen los siguientes casos:

= Eigenvalores reales.

_ (M 0
con Aq,Ap € R. En este caso obtenemos la siguiente solucién del sistema
(2.5):
z1(t) = zipeM , zp(t) = zp0e™, (2.7)

con z19 = 21(0) y 220 = 22(0). Observemos que

M
A
o <22> z (2.8)
Z10 220
La ecuacién (4.4), describe el espacio fase para tres casos; A1, Ay < 0, (lla-

mado nodo estable), A1, A, > 0, (llamado nodo inestable) y A1 < 0 < Ay,
(llamado punto silla).

Elnodo estable y el nodo inestable tienen una dindmica particularmente
simple; para el nodo estable (figura 2.1), todas las trayectorias decaen
al origen, mientras que, para el nodo inestable, todas las trayectorias se
escapan del origen de forma exponencial, o dicho de otra manera, las
trayectorias convergen al origen en tiempo inverso o con t — —oo.

El término punto silla es particularmente evocado en la descripcién de
la dindmica de un punto de equilibro que tiene un eigenvalor positivo,
(inestable) y uno negativo (estable) (figura 2.1). Las tnicas condiciones
iniciales que son atraidas asintéticamente al origen son aquellas en el eje
z1. Todas las demds condiciones iniciales divergen asintéticamente a lo
largo de las hipérbolas descritas por (4.4).

Es importante destacar que los ejes z1 y z; son los espacios propios aso-
ciados a los eigenvalores. Estos son invariantes en el flujo de (2.3) en el
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Node Saddle

% NS
| e

Figura 2.1: Nodo estable (izquierda) y punto silla (derecha), [13], figure 2.1 p,

33.
N
: N2
PN

Figura 2.2: Nodo estable en las coordenadas x y v (izquierda) y punto silla en
las coordenadas x y y, (derecha), [13] figure 2.2 p, 34.

\

./
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sentido de que las trayectorias que comienzan en los ejes z; 0 zo perma-
necen en los ejes z; 0 z; respectivamente. Adicionalmente, en las coorde-
nadas originales x los espacios fase de la (Figura 2.1) sélo se modifican
ligeramente, ya que la relacion entre x y z es lineal, como se muestra en
la (Figura 2.2).

» Eigenvalor tinico repetido con un sélo eigenvector.

En este caso la forma de Jordan ] no es diagonalizable pero tiene la forma

A1
J= (o A) . (2.9)

De (2.5) vemos que la solucién es de la forma

z(t) = Zloeii-i-zzoeM,

z(t) = zpe™.
Al dividir z; entre zj, la forma de las trayectorias en el espacio fase son
como se muestra en la (figura 2.3) y estan dadas por

z 1 z
z1 = ﬂZQ + —zoln <2> .
220 A 220

Por lo tanto, las trayectorias convergen al origen como en la (Figura 2.1).
Este tipo de punto equilibrio se conoce como un nodo estable impropio
(o simplemente un nodo impropio). Para A > 0 el nodo impropio se
denomina nodo impropio inestable. En este caso, el eje z; es el espacio
propio asociado con el eigenvalor A y es invariante. Sin embargo el eje z»
no es invariante, como lo muestra el hecho de que las trayectorias cruzan
el eje z; en el espacio fase de la (Figura 2.3).
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2

A

2y

Figura 2.3: Espacio fase en el caso un eigenvalor tinico repetido con un sélo
eigenvector. [13] figure 2.3 p, 34.

= Eigenvalores complejos.
Aunque en este caso los eigenvalores son distintos, a menos que la ma-
triz de transformacién P sea compleja, la matriz A no es diagonalizable;
sin embargo su forma real de Jordan es

J= (_"‘5 5) . (2.10)

Para obtener soluciones de (2.5) en este caso, es til realizar un cambio
de coordenadas polares de la forma

r= (Z%—Fz%)%, ¢ = tan! (Zz> .

21

En estas coordenadas, las ecuaciones de (2.5) en las nuevas variables son

o= ar,

¢ = —F
Los espacios fase se visualizan como en la (Figura 2.4). La variable an-
gular ¢ aumenta a una velocidad fija (las trayectorias giran en sentido
de las manecillas del reloj si 8 es positiva y en sentido contrario cuando
B es negativa). Ademads, las trayectorias giran en espiral en direccién al
origen si # < 0, en cuyo caso se hace referencia al punto de equilibrio
como un foco estable. Cuando & > 0, las trayectorias se alejan del origen
en espiral y el punto de equilibrio se denomina foco inestable. Si « = 0,
el origen estd rodeado por un ntimero infinito de ¢rbitas circulares ce-
rradas y se denomina centro.



2.1. ESTABILIDAD DE LOS SISTEMAS DINAMICOS 19

2y 19)

Figura 2.4: Espacio fase con eigenvalores complejos, foco estable (izquierda) y
centro (derecha), [13] ,figure 2.4 p, 35.

El analisis anterior se puede extender a un sistema de dimensién n > 2.

El siguiente teorema nos da condiciones bajos las cuales podemos caracteri-
zar la estabilidad del punto de equilibrio de (2.1), a partir de los eigenvalores
de la matriz Jacobiana | del sistema lineal (2.3).

Teorema 2.1. [[7], Teorema 4.7, p. 139.] Sea x* = 0 un punto de equilibrio del siste-
ma no lineal
1= f(x),

donde f : D — R" es continuamente diferenciable y D es una vecindad del origen.

Sea 5
A= —f(x)
ax *=0

7

entonces

= Elorigen es asintéticamente estable si, ReA; < 0 para todos los eigenvalores de
A.

= Elorigen es inestable si, ReA; > 0 para uno o mds eigenvalores de A.

Una demostracion de éste teorema puede ser consultado en [7](p. 139).

Con el objetivo de ilustra la forma de caracterizar los puntos de equilibrio
de un sistema a partir del teorema anterior, vamos a considerar el siguiente
sistema particular.

Ejemplo 2.1. [[7], Ejemplo 4.15, p. 143.] Consideremos la ecuacién del péndulo con
friccion.

X = X2,

Xo = —a sin X1 — bXZ ,
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el cual tiene los siguientes puntos de equilibrio P = (x1 = 0,x, = 0) y
Py = (x1 = m,x2 = 0). La matriz jacobiana del sistema esta dada por

9h  Of

af 9x; ox _ 0 1

ox o2 of - —acosx; —b |~
ax1 8x2

Para determinar la estabilidad en el origen, evaluamos la matriz Jacobiana en x* = 0,

)x:P1 = {Oa 1b]'

Los eigenvalores de A son

1 1
/\1,2: 7§i§\/ b2 —4a.

Notemos que, para todo a,b > 0 los eigenvalores satisfacen ReAy, < 0, por lo tanto,
el punto de equilibro py en el origen es asintéticamente estable.

Para caracterizar la estabilidad en P,, evaluamos la matriz Jacobiana en dicho punto
de la siguiente manera.

Los eigenvalores de A son:

11 ;57—

Observemos que, para todo a > 0y b > 0, hay un eigenvalor en el plano derecho
abierto. Por lo tanto, el punto de equilibrio (x1 = 71, xo = 0) es inestable.

Otras técnicas para caracterizar los puntos de equilibrio pueden ser con-
sultadas en las referencias [7], [12], [13]. A continuacién, utilizaremos esta me-
todologia para caracterizar la estabilidad de un modelo epidemiologio com-
partimental SIR.

2.2. Modelo epidemiolégico Kermack-Mckendreick
SIR

A continuacién, presentaremos el modelo compartimental SIR para epide-
mias, realizaremos su construccién y su andlisis correspondiente.

Elmodelo compartimental SIR describe la dindmica de una enfermedad trans-
mitida por el contacto o interaccién entre los individuos de una poblacién. Se
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asume que una vez infectado, un individuo puede recuperarse y generar in-
munidad a la enfermedad, morir por la misma o ser aislado del resto de la
poblacién. En cualquiera de los casos ya este no podra transmitir la enferme-
dad a individuos susceptibles.

Su formulacién inicia dividiendo la poblacién de N individuos de acuerdo
a tres posibles estados: Susceptibles, infectados y recuperados|3]. S(t) denota
el nimero de individuos susceptibles de contraer la enfermedad al tiempo ¢;
I(t) el numero de individuos capaces de transmitir la enfermedad; es decir,
individuos infecciosos y R(t) el nimero de individuos que han perdido la po-
sibilidad de ser infectados, ya sea por haber sido convenientemente aislado
del resto de la poblacién, por haber sido inmunizado o por haber fallecido a
consecuencia de la enfermedad. R(t) es entonces, el nimero de individuos re-
movidos o retirados de la poblacién en el tiempo t. Aunque los factores por los
cuales un individuo entra a éste tltimo compartimento son diversos desde un
punto de vista epidemiolégico, todos son matematicamente equivalentes ya
que en el modelo los individuos en R(f) no contribuyen a la posterior trans-
misién de la enfermedad.

La variable independiente de este modelo es la variable  y las tasas de transfe-
rencia estan dadas por las constantes  y . Aqui seria el cambio en el tiempo
de la densidad poblacional en cada uno de los compartimentos, lo cual pode-
mos expresar como el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales.

as(t) _ —pS(H)I(t)

ar = N
:Il‘f(t? _ ﬁS(;)]I(t) —yI(t), 2.11)
R’ = 1),

La figura (2.5) muestra el diagrama por bloques del modelo y estd basado
en las siguiente suposiciones [3], [9]:

1. Unindividuo promedio de la poblacién tiene una tasa de contacto  para
transmitir la infeccién a otros individuos, por unidad de tiempo.

2. La tasa de recuperacién es constante e igual a <y; es decir, una fraccién
7 de miembros infectados pasa a la clase de removidos por unidad de
tiempo.

3. Todas las muertes son por causas ajenas a la enfermedad; es decir, la
mortalidad por causas naturales durante la epidemia se consideran in-
significantes. También se asume que durante el transcurso de la enfer-

o o d(S+IHR
medad la tasa de crecimiento es cero. Esta suposicién implica % =
0, donde se sigue que el tamarfio de la poblacion es constante, puesto que



22 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Figura 2.5: Diagrama por bloques del modelo SIR .

los individuos que murieron debido a la enfermedad siguen siendo con-
tados como miembros de la poblacién. Esta hipétesis es razonable para
epidemias de corta duracién.

4. La transmisién de la enfermedad se supone regida por la ley de accién
de masas entre infectados y susceptibles, siendo la tasa de nuevas infec-
ciones proporcional al ntimero total de contactos entre individuos sus-
ceptibles e infectados. Esta suposicion es representada por los términos
en el término de incidencia £85(t)I(t)/N en las ecuaciones, el cual re-
presenta el nimero de miembros que pasan de la clase susceptible a la
infectada por unidad de tiempo.

De acuerdo con (2) [3], el nimero de nuevas infecciones por unidad de
ti Syr _ BSI

iempo es B()I = .

La hipétesis (3) estipula que la escala de tiempo de la enfermedad es mu-
cho més rapida que la escala de tiempo de nacimientos y muertes, por lo que
los efectos demograficos en la poblaciéon pueden ser ignorados.

Consideremos el “cohorte” de miembros que estaban todos infectados a la vez
y u(t) denota el numero de “in fectados”, que todavia son infecciosos después
de haber contraido la enfermedad por unidad de tiempo. S1 una fraccién -y de
estos deja la clase de infecciosos por unidad de tiempo entonces:

u = —vu,
cuya solucién estd dada por

u(s) =u(0)e™7°.

Por lo tanto, la fraccién de recuperados por unidad de tiempo es e~ 7, de modo
que, la duracién del periodo infeccioso se distribuye de manera exponencial
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con media fooo e~ ds = %

Como S+ 1+ R = N es constante, podemos calcular el compartimento de
los recuperados R en cualquier instante de tiempo por la ecuacion R(t) = N —
S(t) — I(t), con lo cual podemos reducir el sistema(2.11) de tres ecuaciones a
uno de dos

%tt) _ -55%)1@)
/ 2.12)
L(:) _ /55(5\)110) — (1),

con condiciones iniciales S(0), I(0), So+ Ip = N, R(0) = 0.

Observemos que [3]:

%(tt) <0y d;—(:) < 0 para todo ¢ si, y s6lo si S(t) < % Esto implica que si
S(0) < %, entonces d;—(tt) < 0 para todo t, por lo que la infeccién desaparece;

pero si S(0) > %, entonces d;—(:) > 0 s6lo mientras S decrece a %, después de

d(t) .
lo cual =5 sera negativa.

La cantidad % es llamada niimero de reproduccién bdsico y es denotado por Ry, el
cual determina si hay una epidemia en la poblacién. Si Ry < 1, la infeccién se
extingue mientras que si Ry > 1, habra una epidemia[3],[9]. La definicién del
numero de reproduccién basico R es, es el nimero promedio de casos nuevos
que genera un caso dado a lo largo de un periodo infeccioso|[5].

El sistema (2.11) tiene como puntos de equilibrio los puntos (S = C,I = 0)
con1l < C < N. Si hacemos una linealizacién alrededor del punto libre de
enfermedad (N, 0) tenemos que la matriz Jacobiana evaluada en este punto

esta dada por
o B 0
B=|0 g—v 0 |.

0 0% 0

Al calcular el polinomio caracteristico asociado a la matriz Jacobiana B tene-
mos que

P(A) = A*(A = (B—7))-

Asf, los eigenvalores asociados a Bson Ay = A, = 0y A3 = § — 7. Para los dos
primeros eigenvalores, el andlisis de linealizacién no da conclusiones sobre la
estabilidad del sistema (son puntos hiperbdlicos). Si el eigenvalor A3 < 0 en-
tonces B/ < 1lo cual hace que no haya epidemia pues Ry < 1.



24 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Una alternativa para analizar el sistema es el siguiente.

Si sumamos ambas ecuaciones del sistema (2.12), obtenemos:
(S+1) = —9I.

Por lo tanto la funcién S + I es diferenciable, decreciente y no negativa. Por
lo tanto tiende a un limite cuando t — oo. Del analisis real [8] se tiene que
la derivada de una funcién decreciente no negativa cuando t — oo debe ser
cero, esto muestra que:

Io = tlim I(t) =0,

—>00

y por tanto
lim (S+1) = S()

t—c0

Integrando la suma de las dos ecuaciones de (2.12) de 0 a oo se tiene que:
|80+ 1()Yat = S(0) + 1(0) — S(e9) — 1(20) = N = §(e0).
0

Ahora, si dividimos la primera ecuacién de (2.12) por S y la integramos de 0 a

oo obtenemos /
OOS [ee]
[T = / 1(t)dt,
| =8 1

el cual resolviendo nos da como resultado

1%(§g)sz—amn (213)

A esta expresion se le conoce como Relacion de tamario final dado que expre-
sa el ntiimero de reproduccién bésico Ry = /v con tamafio de la epidemia.
Vale la pena mencionar que el ntimero de individuos de la poblacién que se
infectan a lo largo de la epidemia es N — S(0). Esto a menudo se describe en
términos de la tasa de ataque 1 — % [Técnicamente, la tasa de ataque debe
llamarse radio de ataque ya que no tiene dimensiones y no es una tasa].

Ahora bien, para I # 0 de (2.12) podemos dividir la segunda ecuacién sobre
la primera y obtener([11]:

dl _ (BS—7)I _ gt

Alintegrar ambos lados y resolver por separacién de variable, obtenemos que:

1= —S—l—%log(S) +k,
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donde k es una constante de integracion, la cual puede ser determinada por las
condiciones iniciales del sistema S(0) e I(0), obteniendo las curvas integrales
del estado fase (S, I) las cuales estdn dadas por:

P(S,I)=I1+S— %log(s) —k,

asi
PG@LHW):H®+5®%—%bﬁﬂ®):h

por lo tanto

1+s-%kgw):um+smy—%mgamy (2.14)

Para calcular el I,,,;y, consideremos I "—0el # 0 para la segunda ecuacién de
(2.12); es decir:

(S*%)Iﬁzof

conloque S = %
Luego, sustituyendo en (2.14) obtenemos que:

B G P ~ o .
towx = =2+ 31 g(ﬁ) +5(0)+1(0) - § log(5(0)

Por otro lado, analicemos la primera y tiltima ecuacién del sistema (2.11).

Para S # 0 e I # 0, [11] dividiendo la segunda ecuacién con la tercera ob-
tenemos que:

as  BSI

dR ~ I’

Integrando y resolviendo por separacién de variables obtenemos:

,), oods /oo
L2 = 4R,
BJo S 0

Integrando esta expresién, tenemos como resultado:

—log(&) = ﬁR(oo) +C,

lo cual implica que:

S=5(0)e 7 . (2.15)
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Por otro lado, como I, = tlim I(t) =0y R(t) = N —5(t) — I(t), se tiene que,
—00
R(o0) = N — §(c0) — I(00) = N — 5(00), con lo cual:

S(c0) = S(0)e™ 7 . (2.16)

Con este resultado, podemos obtener el ntimero total de personas susceptibles
que contraen la infeccién la cual esta dada por:

R(e0) = liptar = 1(0) +5(0) — S(e0),
donde S(o0) es la solucion de (2.16).

Para conocer el nimero de personas recuperadas R por unidad de tiempo,
es decir ‘fi—lf, podemos obtenerlo del sistema (2.11) con la ecuacién (2.15) y el
hecho que N = S+ 1 + R, con lo cual:

ddilj = ’)/I = ’)’(N— S(t) — R(t)) = ')/(N_ R(f) o S(O)e_w)’

y por lo tanto

AR =y (N=R() — (0 5, R(0) = 0.

Mediante la solucién de expresion, podemos conocer el ntimero de individuos
en el compartimento R.

2.3. Analisis de la Matriz de Siguiente Generacion
(MSG).

A continuacién presentaremos un método para el calculo del ntimero de
reproduccién basico Ry.

En la seccién anterior vimos que para el modelo SIR, el analisis de linealiza-
cién no dio conclusiones de la estabilidad del sistema. Sin embargo, se puedo
obtener en ntimero de reproduccién bésico Ry el cual no da condiciones de
cuando una enfermedad puede convertirse o no en epidemia.

El andlisis que se presenta a continuacién [9], se basa en la idea de que la
transmisién de la infeccién produce decadencia en un sentido epidemiolé6gi-
co; es decir, produce un nuevo individuo infectado. En este sentido, el proceso
de infeccién puede corresponder a un proceso demografico con generaciones
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consecutivas de individuos infectados. El factor de crecimiento por genera-
cién describe el potencial de crecimiento y la caracterizacion matematica de
este factor es el numero de reproduccién basico Ry, [9].

Para modelos compartimentales de ecuaciones diferenciales ordinarias, se pue-
de definir una matriz que se conoce como matriz de siguiente generacion y fue
introducida por Diekmann y Hersterbeek en 1990. El nimero de reproduccién
basico R se define entonces como el radio espectral de dicha matriz.

Este andlisis consiste en una técnica para la derivacién de la matriz de préxima
generacion a partir de modelos compartimentales de ecuaciones diferenciales
ordinarias para la transmision de la enfermedad[9]. Dividiremos los compar-
timentos en dos categorias, compartimentos infectados y compartimentos no
infectados. Un compartimento se llama compartimento infectado si las per-
sonas en ese compartimento estan infectados o los individuos esta infectados
pero no son infecciosos (individuos latentes). Los compartimentos restantes
en los que cuales los individuos no estdn infectados son los compartimentos
no infectados.

Empecemos suponiendo que hay n compartimentos infectados y m compar-
timentos no infectados; es decir, asumimos que el modelo de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias tiene n + m variables dependientes. Sea x el vector de
las variables dependientes en los compartimentos infectados y sea y el vec-
tor de las variables dependiente de los compartimentos no infectado, es decir,
xeR"yy e R™

La metodologia para la (MSG) consiste en los siguientes pasos:

1. Organicemos las ecuaciones para que en los primeros # compartimentos
del sistema de EDO corresponda a los compartimentos infectados, es
decir:

x;‘ fi(xl y)l con i= 1/ e n, (217)

yi = gxy), con  j=1--,m.
2. Expresamos f;(x,y) como la suma de dos términos de la siguiente forma:

xi = Fix,y)—Vilx,y) con i=1,---,n. (2.18)

1

donde

» F;(x,y) es la tasa de aparicién de nuevas infecciones en el compar-
timento i.

» V;(x,y) incorpora los términos de transicién restantes, es decir, na-
cimientos, muertes (ajenas a la enfermedad), progresiéon de la en-
fermedad y recuperacion.
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La seleccién de F y Vse realiza de tal forma que se satisfaga las
siguientes propiedades:

» F;Oy) =0 y Vi(0y) =0 para y >0coni=1,---,n.

La primera condicién establece que todas las infecciones nuevas
son infecciones secundarias que surgen de huéspedes infectados.
La segunda condicién establece que, no hay migracién de indivi-
duos susceptibles a los compartimentos de la enfermedad.

» Fi(x,y) >0  Vx,y>0.

» Vi(x,y) <0 cuando x; =0 para i=1,---,n. Esdecir, cada
compartimento V; representa el flujo de salida neto de un compar-

timento y debe dar entrada sélo si el compartimento estd vaci6 (es
decir, serd negativo).

n
= 2 Vi >0 Vx,y > 0.Es decir, la salida total de los compartimentos
i=1
infectados es positiva.

3. Suponer que

v =380y),
es un punto libre de la enfermedad tnico & = (0, yo).

. Determinar las matrices F y V con componentes:

~ | 9Fi(0,y0) _
F= [ ax] y V=
nxn

aVi(0,yo)
ax]‘ )
nxn

Estas matrices aparecen a partir de la linealizacién del sistema (2.18), al
rededor del punto libre de la enfermedad. Se puede demostrar que

dF;(0,Yy)  9F;(0,Yp)
%Yj %j
para todo par (i,j). Esto implica que las ecuaciones linealizadas para

los compartimentos infectados x, estin desacopladas de las ecuaciones
restantes. El sistema linealizado se puede escribir como:

x;=(F=V)x.

=0,

. La matriz de la siguiente generacion se define como

K=Fv1,

y
Ry = p(FV7 1),

donde p(FV~!) es el radio espectral de (FV1).
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Definicién 2.5. [[9], Definicién 5.1, p. 106.] El radio espectral de una matriz A, es
el mdximo de los valores absolutos de los eigenvalores de A, es decir,

p(A) =sup{[A[: A € o(A)},
donde o (A) denota el conjunto de los eigenvalores de A.

Definicién 2.6. [[9], Definicién 5.2, p. 106.] Una matriz A es llamada M — Matriz
si:

» A tiene el patron Z. Es decir, los elementos fuera de la diagonal de A no son
positivos.

= La inversa de A existe y tiene elementos no negativos. Es decir, A~1 > 0.

Observacién 2.4. La matriz V definida en el paso 2 de la metodolégica descrita an-
teriormente, es una matriz no singular, M — matriz.

Ahora bien, como V es M — matriz y v-1 >0 [9], es decir, su inversa so-
lo tiene entradas no negativas y F también tiene sélo entradas no negativas,
entonces la matriz de siguiente generacién K = FV ! es no negativa. Esto im-
plica que, la matriz de siguiente generacién tiene su radio espectral como su
mayor eigenvalor, (por el teorema Perron-Frobenius) y no hay otros eigenva-
lores con un médulo més grande. Este eigenvalor positivo nos da el ntimero
de reproduccién bésico Ry, por lo tanto, el niimero reproductivo Ry es calculado
con el eigenvalor positivo mds grande de la matriz de siguiente generacion[9).

Ademas, esta construccion del Ry posee las mismas propiedades matematicas
habituales esperada de la cantidad llamada ntimero de reproduccién bésico;
es decir, si Rg < 1 el punto de equilibro libre de la enfermedad es localmente
asint6ticamente estable. De lo contrario, es inestable (def (2.4)). El punto de
equilibrio libre de la enfermedad es localmente asintéticamente estable si to-
dos los eigenvalores de la matriz F — V tienen parte real negativa; es decir, el
limite espectral de la matriz F — V es negativo.

Definicién 2.7. [[9], Definicion 5.3, p. 107.] El limite espectral de la matriz A estd
dado por la parte real mixima de todos sus eigenvalores; es decir,

m(A) = sup{Re(A): A € 0(A)}.

Observacion 2.5. Notemos que, el limite espectral es la parte real mdxima de los
eingevalores de A mientras que el radio espectral es el mdximo de los médulos de los
eigenvalores de A

Usemos la metodologia de la MSG para calcular el indice R del sistema (2.11).
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Ejemplo 2.2. Para el modelo descrito en (2.11) la descomposicion de F; y V; estin
dadas por :

I =BSI/N I,
—— "~
F %4

ast

Fi=[pIS/N] y  Vi=[].
Por otro lado las matrices de orden 1 x 1 poseen las propiedades descrita en el procedi-
miento de MSG y al linealizar evaluando en el punto libre de la enfermedad (N, 0,0)
tenemos que

£ |9Fi(0,Y0)
ij

aV;(0,Yp)

=B vy V= ox,

=[]

En este caso, como las matrices F y V son de una sola entrada, el cilculo de y-1 y
FV~1 es muy sencillo. Asi
-
i
Para calcular el radio espectral de ésta matriz tenemos que calcular los eigenvalores
de K; en este caso A = B/y. Por lo tanto, el niimero de reproduccion de la matriz de
siguiente generacion viene dado por

RYC = £
7

Observacién 2.6. La notacién RY'C hace referencia al cdlculo del niimero de repro-
duccion bdsico calculado con el andlisis de MSG.

El ntimero Ry calculado con el enfoque Jacobiano nos dice, la cantidad de
infecciones secundarias que un individuo infectado genera en una poblacién
totalmente susceptible durante su vida como infectado. El concepto del enfo-
que de siguiente generacién es diferente, pues define el ntimero de reproduc-
cién como el numero de infecciones secundarias generadas por etapas[9].

Observacién 2.7. [9] Notemos que, una de las propiedades de ambas expresiones, es
decir Ry y RY'© son las siguientes:

1. Ry > 1siysdlosi RYC > 1.
2. Ry =1stysolosi RYC = 1.

3. Rog < 1siysolosi RYC < 1.

Al calcular el ntimero de reproduccién bésico con la metodologia de MSG
y hacemos R)'® < 1, haciendo operaciones algebraicas convenientes podemos
obtener el Ry calculado con el enfoque Jacobiano pero con la condicién Ry < 0.
Ambos célculos del valor del indice Ry pueden diferir solo por potencias del
mismo.



Capitulo 3

Modelo Metapoblacional

En este capitulo haremos la descripcién de un modelo metapoblacional,
para describir la dindmica de una enfermedad transmitida por el contacto
humano-humano (influenza, resfriado comun, sarampién, entre otras). En pri-
mer lugar, mostraremos un modelo general, donde la regién de estudio puede
subdividirse en otras sub-regiones que llamaremos parches, esto con el fin de
incluir pardmetros de movilidad de los huéspedes entre las sub-regiones. Pos-
teriormente, haremos el desarrollo del modelo en un caso particular de dos
parches. En este caso haremos el andlisis de estabilidad con las herramientas
descritas en el capitulo anterior.

3.1. Modelo metapoblacional de N parches para epi-
demias tipo SIR

Supongamos que () es la regién espacial donde viven los humanos, esto
puede ser por ejemplo, un pafs, una ciudad, un barrio, entre otros. Esta regién
puede dividirse en N sub-regiones méas pequefias que llamaremos parches, asi
O =UN,0;,coni € {1,..,N}. Ademés, cada uno de los parches tiene una
poblacién local N; que esta mezclada homogéneamente para todo i; es decir,
la probabilidad de contagio es la misma para todas los habitantes. Por otro la-
do, las poblaciones en estas sub-regiones se pueden clasificar en susceptibles,
infecciosos y recuperados que denotaremos por S;, I; y R; respectivamente y
ademads cumple que N; = S; + [; + R;. La divisién de la regién () se hace con
el fin de considerar la movilidad entre las sub-region; es decir, es razonable
suponer que los humanos tienen hébitos regulares de movilidad entre las re-
giones donde habitan. Por ejemplo, una persona que reside en un parche i por
lo general debe trasladarse a su lugar de trabajo, escuela o recreacién a un par-
che j y luego de un tiempo dado vuelve a su residencia en el parche i dentro de

31
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la regién ();. La movilidad entre los parches define también la conexién entre
dichos parches. Por otro lado, cada parche tiene sus caracteristicas propias, ta-
les como las propiedades ecologia de la region, la demografia de las personas
y otras propiedades; los cuales pueden variar de un parche a otro.

El hecho de considerar la movilidad humana entre los parches de la red es
importante de destacar, ya que este es uno de los principales factores para
propagar la enfermedad en la regién de estudio. Un individuo infectado en
un parche i puede propagar la enfermedad en la poblacién de varias formas.
La primera posibilidad de transmisién de la enfermedad es dentro de su mis-
mo parche por el contacto con los vecinos locales. Otro tipo de transmisién
es cuando este individuo infectado viaja a otro parche j y mantiene contacto
suficiente con otros humanos sanos que se encuentren en este parche (ya sean
residentes o visitantes de otros parches). Existe también el caso donde un hu-
mano sano del parche j viaja al parche i donde hace contacto con un individuo
infectado. Por tiltimo, el caso donde un huésped sano del parche j y el humano
infectado del parche i viajan a otro parche k y alli empieza la propagacién la
enfermedad. Los tiempos de recuperacién dependera de las caracteristicas de
la enfermedad y de las politicas de salud en cada parche.

Para incorporar estas ideas a nuestro modelo metapoblacional, seguiremos un
enfoque Lagrangeano, presentando un conjunto de pardmetros de movilidad
{P,'j}fj:l llamados tiempos de residencia con los siguientes significados[14]:
Para todo pari,jconl <i,j <N, P,-]- tiene una de las siguientes interpretacio-
nes equivalentes:

» La fraccién promedio de personas del parche i que estdn en el parche j
en cualquier momento. Esto significa que la cantidad de individuos del
parche i que esta en el parche j es I;;N;, en cualquier instante f.

» La probabilidad de encontrar en cualquier momento un huésped del
parche i en el parche j.

s La fraccion del tiempo promedio (un dia o la medida de tiempo corres-
pondiente), que las personas del parche i pasan en el parche j.

Ademas, como Pj; representa fracciones, tenemos las siguientes condiciones
de los pardmetros de movilidad:

0<P;<1 'y Y Pi=1.

Toda la configuracién de movilidad ésta determinada por la matriz de acopla-

. N . P
miento (Pj); %, las cual es una matriz estocastica derecha, (sus entradas son
probabilidades y sus filas suman 1), no necesariamente simétricas, (es decir,
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en general Py # Py y P 7 pi))-

En términos de estas cantidades, el ntiimero de individuos que estdn o visi-
tan en el parche j esta dado por

1=z

W: =

i P;jN;

i=1
en cualquier momento t, independientemente del parche del que provengan
(es decir, incluye tanto a los propios residentes como a los excursionistas de
los demas parche con conexién a este).

Los pardmetros epidemioldgios que se proponen en nuestro modelo son los
siguientes:

. /Bl(jk) ;econi,j,k € {1,---,N}, son las tasas de contacto efectivas entre
los individuos infectados del parche i con los susceptibles del parche j,
asumiendo que el instante ¢, ambos residentes se encuentran ubicados
en el parche k, figura (3.1).

= 7;; es la tasa de recuperacién de los residentes del parche i (por dia).

El pardmetro Bi;; es decir, i = j = k, es la tasa de contactos del individuo in-
feccioso con susceptibles en su mismo parche.

Estas tasas generalmente varfan en cada parche; la tasa ﬁl(Jk) puede depen-

der de la densidad poblacional del parche, de la atraccién turistica reflejada
en los parametros de movilidad entre otros factores propios de dicho lugar;
mientras que la tasa de recuperacién vy; varia por otros motivos locales de ca-
da parche, como lo son la salud ptblica, etc.

Partiendo de los parametros de movilidad, las tasas de contacto y las tasas
de recuperacién, proponemos el siguiente sistema de ecuaciones diferencia-
les que modelizan la dindmica de la enfermedad transmitida por el contacto
humano-humano en una red metapoblacional:

N S;Py(LPypy))

s = —y by ) 61
i n Wi
k)
. N Sipik(ljpjklg(“ )
L = gTU—’Yilir (3.2)
I

Ri = ;. (3.3)
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Figura 3.1: Significado del paramento 51(]]{)

Coni € {1,---,N}, las ecuaciones (3.1) y (3.2) para un i fijo, I]'ijﬁg.() es
el nimero total de contactos efectivos entre los infectados del parche j, que
viajan al parche k y que hacen contacto con los susceptibles del parche i que
también se encuentran en el parche k de los cuales, solo una parte de los sus-
ceptibles se enferman en el parche i. Como Py, es la fraccién promedio de
personas del parche i en el parche k, entonces S; Py, es el nimero de personas
susceptibles del parche i en el parche k. Por lo tanto, la proporcién de perso-
nas susceptibles del parche i entre las personas del parche k es S; P/ Wy. De

acuerdo a esta interpretacion, SiPikIijkﬁl(]].{) /Wij, es la tasa de susceptibles del

parche i infectados en el parche k. Finalmente agregamos la sumatoria de los
parches k para obtener la cantidad total de infectados del parche i.

3.2. Anadlisis del modelo para el sistema de dos par-
ches

Ahora, vamos a modelizar la enfermedad en dos parches con movilidades

internas y entre ambas localidades. Haremos un andlisis de estabilidad del

modelo para dos parches con las herramientas descritas en el capitulo dos y
daremos una expresion para el ndmero reproductivo bésico.

De las ecuaciones (3.1),(3.2) y (3.3), para N = 2 obtenemos el siguiente sis-
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tema de ecuaciones diferenciables:

51
L
Ry
52
I
Ry

1 1 2 2
_51P1111P11/3§1) . 511’11121’2”9(12> . 511’12111’12!551) . 511’12121’22%9(1;

Wi Wy W> W, ’
1 1 2 2
51P1111P11/5§1) + 51P1112P215(12) + 51P1211P12/3(11) + 51P1212P225<12) o]
W, W Wo Wo Y1i1,
111,
1 1 2 2
52P2111P115<21) . 52P2112P21/5£1) . 52P2211P12,3£1) . 52P2212P22/5(22)
Wi Wa @ Wa ’
52P2111P11ﬁ21 52P2112P21ﬁ21 Sa Py 11 P12y, Szpzzlzpzzﬁzz
Wi + 12 + W, + — 12l
1212

Las ecuaciones S; y Sy, representan como los individuos susceptibles de cada
uno de los parches pueden contraer la enfermedad, debido a la movilidad y el
contacto efectivo entre los residentes vecinos y de su propia comunidad. Por
otro lado I1 e I, son la cantidad de individuos infectados en cada parche y sus
tasas de recuperacion propia de cada lugar y por dltimo, Ry y R,, nos dan el
nuimero de recuperados de la enfermedad por unidad de tiempo en cada uno
de los parches.

Podemos reescribir el sistema de dos parches como:

51

—~S1L P121/511 + 2/311 ) — 5L (Pllpzlﬁn + P12P22/512) ,

S I (leﬁn + Pzz/gn ) +5.b (Pll%ﬁlz + PlZI;%IZZ:BH ) —ml,
r1hh,
—52[ 2/322 + 1ﬁ22 ) S I <P22P12ﬁ21 + P21P11,521

2 a

Wi
(1 ) ( (1)
Saln ( Bes + 1[322 ) + S0 (Pzzl%ﬂ“ + P21%521 > —72l2,

T2h.

Haciendo 1 = (Plzlﬂgl Zﬁ“ ) Bi» = <P11P21ﬁ12 + P12Pzz,512 >,

)
— P ~ Py P Py P .
By = zzﬁzz + 1/522> y B = ( 2 125 2 + 2 “15 21 >, nuestro sistema

queda de la forma:

S1 = —Sihpn —Sibpu,
L = Sihpn+S1kpiz—mh,
Ri = mh,
; - . (3.4)
S2 = —52Dhpfxn S0P,
L = SyDbpor+ 511821 — 121,

R, = mb.
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Dado que Ny = S + I + Ry y N2 = 52 + Is + Rj son constantes, se tiene
que S; = Ny — 1 — Ry y S2 = Np — I, — Rp. Sustituyendo S y S, en el sistema
anterior de 6 ecuaciones, podemos escribirlo en uno de 4 ecuaciones dado por:

L = (11311 + 12312) (N1 — I = Ry) =y,

Ri = mh, (35)
L = (12,322 + 11ﬁ21> (N2 =L = Ry) — 122,

R, = mb.

Con este nuevo sistema hacemos el siguiente analisis de linealizacion:
La ecuacion I; la podemos escribir de la forma

L = L (ngll - ’Y1> - 112311 + Lp1a (N; — I — Ry) — [ Ry By,

I N N
= Lo (1 - (?11> + LBz (N1 — I = Rqy) — 1R B11,

donde o = NlEll -Mny C1 = ,8071'
11

Haciendo el mismo desarrollo para la ecuacion de I, obtenemos:

. I N N
L = hon <1 - (:22) + 1121 (N2 — b = Rp) — bRo B,

9

B’

El punto de equilibro del sistema (3.5) es el punto libre de enfermedad (Nj,0, Ny, 0).
Al calcular la matriz Jacobiana de este sistema evaluada en este punto obtene-
mos que:

conoy = NoBoy — 12y Co =

(%] 0 BlZNl 0

Al m o 0 o0
‘321N7_ 0 (%) 0

0 0 7 0

Para analizar la estabilidad del sistema (3.5), tenemos que determinar los
eigenvalores de A. El polinomio caracteristico de la matriz A esta dado por:

P(A) = A2 [)\2 —A(01 + o) + 0102 — BroBaiNiNa |,

luego P(A) =0siysolosiAip =0,

o1+ 0 \/(01 —72)* +4P12paNIN,
M=%~ 2 ’
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7 o =
o1+ o \/(01 —02)" +4B12fn N1 N>
2 2
Si tomamos el mayor eigenvalor de la matriz A, por el teorema (2.1) tenemos
que si A4 < 0 el sistema es asintéticamente estable y si A4 > 0 es inestable.

Ay (3.6)

Ahora hagamos un andlisis de estabilidad con la técnica de la matriz de si-
guiente generacioén al sistema (3.4), alrededor el punto libre de la enfermedad
(N1,0, Ny, 0). Para esto consideremos las ecuaciones para I; e I,.

Al realizar la descomposicién descrita en la seccién (2.3) del capitulo 2, te-
nemos que la matriz F viene esta por:

o  9f
_ Jl ol
F= ( B b ) /
oI, dh
mientras que la matriz V esta dada por:
CAZI %Y
_ dl dl
V=1 v |-
o,  9b

donde F; = Bi1Nili + B1oNilo , B = BooNobo + B Noly, Vi = il y Vo =
72102
Luego, la matriz de siguiente generacién es

BuNi BN

K = n "
BulNo  PooNy
T T2

Para calcular el radio espectral, debemos obtener los eigenvalores de la matriz
FV~1, Para esto, vemos que el polinomio caracteristico de K esta dado por:

P(A) = A2 A B11N1 n B22N2 n P11P2NiN2 _ P12PaiNiN, |
gé! 72 1172 172

Por tanto los eigenvalores de la MSG estan dados por

A . - = 2
M= 1 [ BuN " PN | | 1 | (BulNi  pnNo " 4B12P21 N1 N, ’
2\ m 72 26! 72 1172

N

Asi el radio espectral de la matriz FV ! esta dado por:

. . ~ - 2
1 N N. 1 N N. 4 NN,
A=t P11 N1 n B2 N> 41 P1iN1 PN, n P12Pa1NiN2
2\ mn 72 2 7 72 7172
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modelo SIR Metapoblacional parche 1

10000 — 5

8000

6000

densidad poblacional

4000

2000

Figura 3.2: Dindmica del parche 1 con tasas de contacto ,Bl(]k) =1.2, tasa de recu-
peracién 7y; =0.8, y pardmetros de movilidad Pj; = Py =04, Py = P»; =0.6.

y el nimero reproductivo basico es Ry = Ay.

Si tomamos por ejemplo, las tasas de contacto ,Bl(]k) =1.2paratodoi,j,k,v; =0.8
para todo i, P;; =0.4, Pyp =0.6 , P»; =0.4y P> =0.6, de acuerdo con la ecua-
cién anterior obtenemos que Ry =1.5, lo cual implica que el punto libre de la
enfermedad es inestable, como puede comprobarse en la figura (3.2) y (3.3),
donde realizamos una simulacién numérica del sistema (3.4) con condiciones
iniciales S1(0) = 9999, I;(0) = 1, R1(0) = 0y S»(0) = 10000, I(0) = O,
R,(0) =0.

Por otro lado, si y; =1.3, obtenemos que Ry ~0.92307; es decir, el punto de
equilibrio libre de la enfermedad es estable, tal y como lo podemos ver en las
figuras (3.4) y (3.5). En este caso se realizo un cambio de condiciones iniciales
S1(0) =9900, I;(0) = 100, R1(0) = 0y S»(0) = 10000, I,(0) = 0, R»(0) = 0.

El modelo modelo metapoblacional descrito por las ecuaciones (3.1), (3.2)
y (3.3) sera el que tendremos como base para hacer la propuesta del indice de
riesgo que hemos propuesto en este trabajo de tesis.
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modelo SIR metapoblacional parche 2

10000

8000

6000

4000

densidad poblacional

2000

Figura 3.3: Dindmica del parche 2 con tasas de contacto ﬁl(]k) =1.2, tasa de recu-
peracion 7y; =0.8, y pardmetros de movilidad Pj; = Pyy =04, Py = P; =0.6.

modelo SIR Metapoblacional parche 1

10000 — s

—n

— Rl

8000

6000

4000

densidad poblacional

2000

tiempo

Figura 3.4: Dindmica del parche 1 con tasa de recuperacién y; =1.3 y condicio-
nes iniciales S1(0) = 9900, I;(0) = 100, R1(0) = 0y S2(0) = 10000, I,(0) = 0,
Ry(0) =0..
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modelo SIR metapoblacional parche 2

10000

8000

6000

4000

densidad poblacional

2000

Figura 3.5: Dindmica del parche 2 con tasa de recuperacién y; =1.3 y condicio-
nes iniciales S (0) = 9900, I;(0) = 100, R;(0) = 0y S2(0) = 10000, [,(0) = 0,

Ry(0) = 0.



Capitulo 4

indice de invasién para
modelos SIR en
metapoblaciones

En este capitulo vamos a definir un indice de invasién que llamaremos R*,
el cual estima como una epidemia que empieza en un parche i de una red me-
tapoblacional, puede o no propagarse al resto de los parches.

Al suponer que la epidemia estd establecida en un parche i de nuestra red
metapoblacional, lo que nos interesa saber es, qué tanto pueden invadir los
individuos infectados de este parche al resto de los parches conectados direc-
tamente a él (primeros vecinos). Con esta informacién, podemos analizar co-
mo los parches vecinos que fueron infectados, propagan la enfermedad a los
parches vecinos (segundos vecinos del parche inicial). Esta es la idea bésica
que usaremos para caracterizar la forma en que un parche i fijo con epidemia
dentro de la red metapoblacional puede o no propagar una enfermedad dada
al resto de los parches de la red. Asi definimos el indice de invasién R* como
el ndmero umbral para el cual una epidemia que empieza en un parche i de
la red metapoblacional, infecta a menos del 10 % de la poblacién en un parche
de la red.

Iniciaremos nuestra deduccién del indice de invasién R* con el andlisis de
como los individuos del parche i se mueven a los parches vecinos, esto con el
fin de ver como un individuo infectado residente de este parche genera nue-
vas infecciones en el parche vecino. Es decir, asumimos que los residentes del
parche infectado solo pueden viajar a sus parches vecinos pero no reciben la
visita de estos, es decir.

Pj,‘ =0 ,V] > .

41
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Parche i

Figura 4.1: Estructura de la red metapoblacional que usaremos para deducir
el indice de invasién R*.

Con esta suposicion, la red metapoblacional en los primeros vecinos tiene
la forma de la figura (4.1).

Ahora bien, como estamos interesados en analizar cémo los individuos
infectados del parche i invaden a sus primeros vecinos, vamos a suponer que
al principio de la enfermedad, en estos parches sus residentes infectados no

generan nuevas infecciones internas en su parche (es decir, ,B](]] ) = 0coni #j
) y tampoco infectan a los susceptibles que estan viajando a estos parches (es

decir, ,85]].() = 0 con j > i). Bajo estas suposiciones el modelo para dos parches
esta dado por:

4.1. Modelo metapoblacional para dos parches con
movilidad unidireccional

1 2
_511’11111’11/551> . 51P1211P12,3§1)

My 20
1 2

c _ S1PuLiPrByy S1P1aI1 PpafByy

L = Wy + W, -mh,
Ry = mh,
S, — 52P2211P125£21>

2 - - D 7

: 52P2211P125(2§>

1'2 = —w 12D,

Ry = mb.
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Parche1 Parche2

Figura 4.2: Invasién del parche 1 al parche 2.

Al aplicar la metodologia de la matriz de siguiente generacién a este siste-
ma, obtenemos que

2)
1 N1P122ﬁ§1 1
Ro= (Pnﬂn TNP2 N ) 1

Para el caso de pardmetros homogéneo; es decir, y1 = 72,N1 = Na y /3511) =

2 oo . .
,Bgl) = B, el indice reproductivo bésico se expresa como:

B
Y(1+ Ppp)’

Observacion 4.1. Para el sistema de dos parches con pardmetros homogéneos, el
niimero reproductivo bdsico Ry de dos parches, es el del parche aislado, modulado por
1/(1+ Prp).

Ahora bien, para calcular el nimero de infectados en el parche 2 genera-
dos por un individuo infectado del parche 1, podemos utilizar la relacién de
tamafio final como lo veremos a continuacién.

Ro =

De la ecuacién

2
S, = SZP2211P12ABgl)
A '

dividiendo por S; e integramos de 0 a co obtenemos que

P.
/ 52 220t = 12'821 / Ldt.
~ (N1Pi2 + Ny)
Pero

[ = D),

entonces

5000\ Puﬁ(z) [N; — Sy (c0)]
log (52(00)> B 712(1N1P12 +N2)



44 CAPITULO 4. INDICE DE INVASION

Ademids Ry(o0) = Ip, ., = 12(0) + S2(0) — S2(o0) e I(0) = 0 al principio de la
enfermedad, se tiene que

Iztuful = 52 (0) -

P12,521 [N1—51(o0)]
donde9 T m(N1P+Ny)

Observacién 4.2. Si suponemos que los primeros vecinos del parche infectado i no
estdn conectados entre ellos, el cilculo de los individuos infectados de estos parches
causados por este parche se realizan de manera andloga al caso donde k = 2.

Por otro lado, es razonable pensar que pasado un periodo corto de tiem-
po, los individuos infectados de los parches vecinos aumentan y empiezan a
generar nuevas infecciones debido al contacto con los residentes de su propio
parche y los visitantes. En términos del modelo metapoblacional, las tasas de

contacto de estos individuos ya no pueden ser despreciables, es decir ‘B%) #0

y ,3522) # 0. Para estas consideraciones, el modelo de dos parches tendra la
forma:

1 2 2
S, — _511’11111’115(11) _ 51P1211P12ﬁ§1) . 511’12121’22552)
b o " ) TR
1 2 2
; S1Pi1l1 P11 B S1Pip 11 P1oB S1P12 Py
L = i I - 4 e 2 ]y,
Ry = mh, 41
S P I Pro B2 @) (4.1)
G, — _52P»h 12857 SaPnbPnpfs,
2 - W2 ( WZ 7
¢ SaPyr 1 P1p 521’22121’22;3
L = 7, o+ 2 — 120,
Ry = mb.

De nuevo, usar la matriz de siguiente generacién a este sistema, obtenemos
que

(2) (2)
_ 1 (1) PLB1 N1 By N2
Ro=2 (PH'BH + 71 (P12N1+Na2) + Y2(P12N1+Na2)

2
1 1 (1) PRI, _ B No
+2\/<71 (PH’BH + (P12N1+Ny) Y2(P12N1+Na2)

2.0
+4 NlNZﬁ%Z)ﬁ(Zl) ( P )2
7172 (P12N1+Ny)

Aungque para el caso homogéneo; es decir, y; = 2, N; = N, y todas las tasas

(k)

de contacto B; j iguales, nuestro ntiimero reproductivo basico esta dado por:

Ro="L.
Y
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Observacién 4.3. Es importante notar que para el caso homogéneo, el sistema se
comporta como un SIR tradicional, y no distingue la procedencia de los individuos
infectados; sélo toma en cuenta la tasa de contacto y la tasa de recuperacion del sistema
para obtener el niimero de infecciones secundarias causadas por un individuo durante
todo su periodo infeccioso.

Si queremos calcular el niimero de infectados total del parche 2, podemos
utilizar nuevamente la relacién de tamafio final en este sistema.

De la ecuacién
SyPor 1 P12B2)  SyPor Iy PyyB2)
_SaPnliPiaBy  SoPynbPpps,
W2 WZ ’

dividiendo por S, e integramos de 0 a oo obtenemos que

Sy =

; 2 2
© S, g — _P22P12ﬁgl) /'°° Lt — Pzzpzzﬁgz) /'°° Ldt
W, Jo Wo Jo '

0 S
Pero
/ Ildt: [Nl_sl(oo)] y / Izdt: [NZ_SZ(OO)],
0 T 0 T2
entonces
log ( S»(0) > _ P22P12,Bg) [N1 — S1(c0)] n Pzzpzzﬁgz) [Ny — Sy(c0)]
Sa(0) 11W2 T2Wa '
Ademas Ry(o0) = I, , = I>(0) + S2(0) — Sy (o0), sustituyendo obtenemos
S55(0
Iztotal = 52(0) + 12(0) - 22/ ) 4
e”2

(2) (2)
I _ PpPpBy [N1=51(0)] | PoPrnfy, [Na—Sy(0)]
donde 6, = A + 2 W :

Los términos de 6; nos dan la cantidad de infecciones generadas en el parche
2 causadas por los residentes infectados del parche 1 y los infectados internos
de este parche.

De nuevo, si los primeros vecinos de parche i no estdn conectados entre sf,
este andlisis se puede realizar a todos estos parches haciendo un procedimien-
to andlogo.

Al determinar como el parche 1 invade al parche 2, podemos ahora asumir
que la enfermedad se estableci6 en éste parche. Ahora debemos determinar
como el parche 2 invade a sus vecinos préximos, utilizando la misma meto-
dologia para el caso anterior. En hards de ejemplificar lo anterior, veamos el
caso para 3 parches, figura (4.3) donde el parche 1 ya invadi6 a al parche 2 y
queremos analizar como se desencadena la epidemia al parche 3.
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Figura 4.3: Invasién del parche 1 al parche 3.

4.2. Modelo metapoblacional para tres parches con
movilidad unidireccional

Supongamos que los individuos infectados del parche 3 son pocos y no ge-
neran nuevas infecciones a causa de su tasagde contacto con los residentes de
su parche y los visitantes; es decir, ‘Bgrj = B33 = 0. Lo anterior con el objetivo

de determinar como los individuos infectados del parche 2 invaden al parche
3.

El modelo de tres parches, con las suposiciones hechas con anterioridad es-
ta dado por:

1 2 2
S'l _ _51P1111P11ﬁ(11) _ Slplzllplzﬁgl) . Slplzlzpzzﬁ(u)

1 2 2 ’
¢ 511’11111’115511) 511’12111’12/3(1? Slplzfzpzzﬁgzz)
L Wi W, + W, -M I,
Ry = mh,
; So Pl PR SPphPppR  SyPyLPyply
S, = _2PehPoby  SPnbPufp _ SPabPapy

> 2 3
: Sszzhplzﬁg) 521’22121’22/5&22) 52P2312P23,5;3§)
L = W, + W, + 12 —T2l2,
Ry = 7o,

3

6. _ _SiPubPnpy)
3 ]/\]3 (3) 7
: S3P3312Py3fB
I = Tﬁ — 1303,
Ry = 3.

Las suposiciones que realizamos en los pardmetros de movilidad son, Pj3 =
P51 = P31 = P3p = 0; en otras palabras los residentes del parche 1y 3 no tienen
conexion, y los residentes del parche dos solo viajan al tres. Acd el parche 1 ya
invadi6 al 2 y queremos ver ahora cémo éste invadi6 al parche 3. Nuevamente
estamos asumiendo que el primer parche invade a su vecino préximo y una
vez establecida la enfermedad en este, tenemos que ver como invade el parche
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dos a su vecino préximo que en este caso es el parche 3.

Para éste modelo, el tamafio total de infectados para el parche dos, cambia
con respecto al modelo anterior, pues infectados de este parche viajaran al
parche 3, obteniendo la siguiente expresion:

S2(0)

! 7
%

= 52(0) + 12(0) —

Iztotal

/ .
con f; = , mientas para el

11W2 72
parche 3 se tiene que:

Pzzplzﬁézl)[NﬁSl(oo)] + (Pzzzﬁzz + 3522) [N2—53(c0)]

I3tutal =

() NS (co
Pas s 33/2[%23 ()l I3(0) = 0 al principio de la enfermedad.

Es importante destacar que sélo estamos analizando como los individuos
del parche 2 invaden al parche 3, sin que este tenga infecciones causadas por
sus mismos habitantes. De nuevo es razonable pensar que pasado un corto pe-
riodo de tiempo, los individuos infectados del parche 3 aumentan y empiezan
a infectar tanto a los susceptibles del parche 2 que viaja al 3, como a los sus-

!
conf, =

ceptibles del mismo parche; es decir, ﬁg) #0y ,ng) # 0. Al considerar dichas
tasas de contacto diferente de cero, el modelo anterior se expresa como:

1 2 2
_51P1111P11/3§1) o 511’12111’1#5(11> _ 511’12121’22!552)

o= o " ) TR

1 2 2
: S1PiliPnB S1Pp11P1oB S1P1hPpnf
L = i I e T e 2 ],
Ry = mh,
: SoPu PB2  SyPrbPnB?  SyPybPyuBY)  SyPylzPiplY
G, — _52P2h 128717 S2PubPnfyy  SaPubPafyy  S2PaslzPasfyy
2 = " o W5 W
: SaPy 1 Ppa Szpzzlzpzzﬁ 521’23121’23/5 52P2313P33ﬁ
L = " 21 + 22 + 22 + 23 — b,
Ry = 7,

3 3

S, — 753P3312P23ﬁ§2> . 5731’33131’33/5é3>
P "6 ‘o

3 3
; S3P33 2 Po3 B S3P3313P338
I = Wt g — 1sls,
Ry = ml3.

4.2)

La relacién de tamafio final para el parche 2 estima el total del infectados
en el parche 2 generadas por la movilidad de los residentes del parche 1, las
generadas por sus propios habitantes, las que generan sus habitantes que visi-
tan el parche 3. De manera andloga el tamafio total de infectados en el parche
3 estima las infecciones causadas los visitantes del parche 2 y por las nuevas
infecciones generadas por sus propios residentes.
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Por un proceso similar al realizado en la seccién anterior, obtenemos que el
tamafio final de la infeccién en el parche 2 es:

Iztoml = 52(0> + 12(0) - 52(’0) 4

!
con 05 =

P22P12/5(2%>[N1*51(°°)]+ Pzzpzzﬁ(zé) +P23stﬁ§‘? [Nz*Sz(OO)]_|_P23P33ﬁ§33)[N3*53(°°)]
11W2 Wa W3 T2 13W3 ’

mientras que para el parche 3 se tiene que:

I3tatul = 53(0) + 13(0) - S37</0) 4

P33Py [N~ S2(00)] i P33 P33 [N3—S3(00)]
12W3 13W3 ’

!
con 6, =

4.3. Modelo metapoblacional para cuatro parches
con movilidad unidireccional

Otro escenario que consideramos es, cuando un primer vecino ya invadi-
do, produce nuevas infecciones a un conjunto de parches adyacentes (o se-
gundos vecinos del parche inicial). Para ejemplificar esto veamos el siguiente
modelo con la suposicién que el parche 2 tiene dos vecinos préximos, figura
4.4.

El modelo matematico para este sistema de cuatro parches estad dado por:

1 2 2
CSiPuLPupl  SiPuLPup?  §iPuLPpp?

o i " 0 TR
1 2 2
: S1Pi P S1Pp11P1oB S1P1 [Py
L = e T i T g 2 ]y,
Ry = mh,
2
S, — 7521’22111’125(21) o Sszzlzpzzﬁg? _ S3Py3 1Py By _ 521’24121’24%3(2?
2 = W, W W3 Wy ’
: 52P2211P125§21) Szpzzlzpzzﬁ(z? 52P2312P23ﬁ£32) 521’24121324[3(2?
L = W, —+ W, + W; =+ W, —1bh,
Ry = mb,
3
S, — 53P3312P23l3(32)
3 - - W3 7
3
I — 53P3312P23/5é2)
3 - W3 7
Ry = 7303
4
S, — S4P44I2P24ﬁ4(12)
4 = - - W
4
L = 54P4412P24l3:<12)
4 - W4 7

Ry = 7yaly.
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Acé suponemos que el parche 1 ya invadié a el parche 2, y queremos
ver como este invade a sus vecinos. Asumimos que al principio de la enfer-
medad los infectados de los parches 3 y 4 no generan infecciones; es decir,
,Bg) = ,Bgi) = ,Bg‘? = ﬁﬁ = 0. Aca los parches 3 y 4 no viajan al parche 2 o al
1, el parche 2 no viaja al parche 1 y este no viaja al parche 3 y al parche 4.

Asi el tamario final para estos dos tltimos parches tendran la siguientes ex-
presiones:

S5(0) — S0

I3totnl = )

P33P235é?§) [N2—=53(0)]

con 0, = W, e I3(0) = 0 al principio de la enfermedad y
S4(0
I4tutul = 54(0) - 49(/ ) ’
e8
’ (4) —S5 (0
con fg = PaaPouf %2[{,\\2 20l 14(0) = 0 al principio de la enfermedad.

De nuevo, es razonable pensar que pasado un corto periodo de tiempo,
los infectados de los parches 3 y 4 empiezan a generar infecciones tanto a sus
propios vecinos como a los individuos susceptibles del parche 2 que viajan
a estos. Es importante mencionar que tanto para el parche 3 como el 4 supo-
nemos no hay emigraciéon de personas. Entonces, el modelo metapoblacional
para cuatro parches tendra la siguiente forma:

1 2 2
_511’11111’11,551) _ 51P1211P12/3§1) _ 51P1212P22ﬁ(12)

o= m " ) "
1 2 2

: S1Pih P B S1Ppp 11 P1oB S1P12[h Py
A i T - T i 2 o]y,
Ry = mh,

2 2 3 4
S, — _521’22111’12/5(21) . Szpzzfzpzzﬁéz) . 52P2312P23ﬁ(22) _ 52P2412P24ﬁé2)

2 = Ws Wa W3 Wy

3 4
_ SaPy IPsByy  SaPauliPuply

7

3 4
2
I = 521’22111’1213(21) + Sszzlzpzzﬁ‘gZz) + 52Pz312P23ﬁ£) + 521’24121’24%3(2?
2 "o "W " .
3 4
SaPx313P33p SaPoyly Py
. W 23 4 W, 2% —plp, 4.3)
Ry = 7,
3 3
Sy = _53P3312P23/3g2) _ 53P3313P33ﬁé3)
3 3 ’
3 3
I = 53P3312P23ﬁ§,2) 53P3313P33/5g3>
3= W3 T W3 ¢
Ry = 73
4 4
5'4 _ _54P4412P24/34(12) . 54P44I4P44l3514)
il 4 ’
4 4
L = 541’44121’24&(;2) 541’44141’44/54(;4>
4 — W, + W, 7

Ry = 7als.
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Figura 4.4: Invasion del parche 2 a la segunda capa de vecinos de 1.

Con este sistema de ecuaciones diferenciales, estamos modelizando la forma

en que un parche de los primeros vecinos que ha sido invadido por el parche
1, invade a sus vecinos directos. Es claro notar que también podemos interpre-
tar esto de la siguiente forma. Modelizamos como el parche 1 invade a los segundos
vecinos conectadas a él.

Luego el tamario final de la enfermedad para el parche 3 es:

S3(0
Isfutal = 53(0) + 13(0) - 32/ ) ’
eY
o — PuPupl) Na=S3()] | PR N3—S3(e0)] I parche 4:
con 9 12W3 + 13W3 , Y para el parche 4:
S4(0
I4total = 54(0) - 4(9/> ’
exp’1o
' 4[N, — 55 (c0 2 84 (NS (oo
con b, = P44P24ﬁ43yz[ll>vﬁ 52()] + DaPu [71;1%54( .

Observacién 4.4. Algo importante de resaltar, en el caso de que la red no tenga
movilidad, los tamafios finales de cada parche estdn dados por:

= 5i(0) + 1;(0) — w conl1<i<n,

I .

total
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0. B [N; — Si(c0)]
l 7YiNi '
i) [N; — S;(00)
— Ré)i[ ’ Nil L

Donde R(()i) = B/, es el indice reproductivo bisico local de cada parche de la red
metapoblaciona; es decir, el correspondiente Ry del parche cuando no hay movilidad
en la red metapoblacional.

Observacion 4.5. Podemos notar que, el tamario total de infectados para el iiltimo
parche siempre dependerd de la cantidad de parches que estén conectados directamente
a él y estén viajando a este, mds las infecciones que se puedan generar internamente
por sus propios residentes.

La idea principal de este trabajo consiste en determinar como el parche i
de nuestra red metapoblacional propaga la enfermedad al resto de los parches
de regién, pordemos ver que, para el dltimo parche donde calculamos su ta-
mafio de relacién final, éste solo recibe huéspedes de los parches conectados
directamente a él y en este parche se debe suponer que no hay emigracién de
personas.

Con esta idea, la siguiente proposicién describe una metodologia para calcula
el tamafio total de la enfermedad de n-ésimo parche de la siguiente manera:

Proposiciéon 4.1. Sea n un parche con k conexiones directas que viajan hacia él,
supongamos que en el parche n no hay emigracion de personas. Entonces

54(0)
I”total = Sn (0) + 171 (0) - QZW 7
donde
P2, [N, — S K PPy B [N; — Si(0)]
9, — nn,Bnn[ n n(oo)] +Z nn mﬁm i i
! 7 W = 7iWa

Demostracion. Supongamos que para el parche n hay k conexiones y que cada
uno de los parches conectados a él, esta viajando a n. También supongamos
que en el parche n no hay emigraciéon de personas. Entonces de la ecuacién
(3.1) del modelo metapoblacional general se tiene

- SHPHHIHPHH,BJ(’Z/}!’I) . i Snpnn(lipin,sfﬁ))

Sn = W, W, , (4.4)

i
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con
Py, =0,Vi>n.
Si dividimos (4.4) entre S, e integramos de 0 a oo obtenemos que:
/“5" _ l%ﬂ%ﬁml/ Ldt — Eﬁ—ﬂ@L/ Ldt.
0 Su

Haciendo un anélisis andlogo al realizado para el modelo SRI para calcular la
relacién de tamafio final tenemos que

/ Lodt = y/ Ldt = 5}

sustituyendo obtenemos

$n(0)\  _ P2BU IN=5u()] | <k  PunPiuBlY [N;=Si(c0)]
log (Sn (OO) ) o YnWa + Zi:l ¥iWn :

Como Sy, (c0) = 5,(0) + I,(0) — I,,,,, tenemos que

S, (0
I”taml - Sn (0) + In (0) — Ze(n ) 7
donde
o Pl [Ny = Su(0)] & PPl [N; = Si(c0)]
" YnWh i—1 YiWn .

O

Observacién 4.6. Podemos observar que el tamafio final del cualquier parche de
la ultima capa de vecinos, esta depende de términos del tipo S(oo) los cuales solo
pueden ser calculados ya pasada la epidemia o de forma computacional. Esto es un
inconveniente para tomar medidas preventivas reales ya que los términos S(oo) se
tendrian que calcular una vez pasada la epidemia.

4.4. Método iterativo parala estimacion de los térmi-

nos Iitotal

A continuacién vamos a describir una forma de solucionar este proble-
ma como un procedimiento iterativo que nos permitira calcular por medio de
aproximaciones (sin la necesidad de tener la expresién implicita S(c0)), los va-
lores de I;, , , para cada parche de la red metapoblacional.
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1. Se plantea el modelo metapoblacional con las suposiciones dichas al
principio de este capitulo. Una vez planteado el modelo, procedemos
a calcular el tamafio final de la enfermedad para cada parche teniendo
todas las tasas de contacto correspondientes distintas de cero. En este
método, asumimos que en el primer parche es donde empieza la epide-
mia y escribir su tamario final de los infectados.

Asi

= S5;(0) + I;(0) — Si(o), conl<i<umn;

itotal eli

donde

k
o i Pikpjkﬂl('j) [Nj = §j(e0)]
l ik 7iWk

7

y Pji =0 cuando j > i.

2. Se sustituye en cada ecuacién planteada los términos [N; — S;(c0)] por
1. Es decir, plantear que al principio de la enfermedad hay un infectado
de cada parche, resolver cada ecuacién; es decir.

I :si(0)+1i(0)—i0) con1<i<n.

Ltotal

y Pji =0 cuando j > i.

. . / .
3. El tercer paso a seguir serd, tomar cada uno delos [; ~conl <i <mn,
ota
obtenidos en el paso anterior y sustituirlos en las ecuaciones de tamarfio
final para cada parche.

= 5;(0) + I;(0) — %, conl<i<umn;

irotal
donde
k /
1 Pikpjkﬁgj) |:1ifutal:|
0 = Z viW,
7k j" Yk

7

y Pji =0 cuando j > i.



54 CAPITULO 4. INDICE DE INVASION

4. Por dltimo, procedemos a calcular nuevamente cada uno de los I
repetimos el paso anterior.

Itotales y

Este proceso culminara cuando la diferencia de la iteracién m con la iteracién
m — 1 sea menor que 0 < € << 1 en cada Ly cOn 1 < i < n,y el resultado
en la tltima iteracién, serd el valor aproximado para el I;,;,; en cada parche de
nuestra red metapoblacional.

Con este método, podemos aproximar cada Iy, a su valor real sin conocer
de antemano los términos S, (o) en cada parche.

La siguiente proposicién nos garantiza la convergencia de este método.
Proposiciéon 4.2. Sea f : R" — R" una funcién diferenciable definida por

o 51(0) o Sn (0)

f(xl/ o /xn) = (Nl eel 89”

,o, Ny,

),

con 0;(xq, -+ ,xp) = Cix1+ -+ +Cpxpy > 0V1 < i < n, con C; constantes
Vi<I<n.
Sea Ag = (1,---,1) € R", un vector cuyas entradas son 1y

Am=fo---of(Agy),conm>1,

donde la composicién de la funcion es m veces. Entonces la sucesion { Ay } men con-
verge.

Demostracion. Procedamos por induccion. Sea (Ag) = (1,---,1) € R" el pri-
mer elemento de la sucesion { A, }en. Denotemos por 6;(m) a la funcién 0
en la i ésima entrada y en la iteracion m. Asi

91‘(0) = CZ(A()) = (C11 +---+ Cnl) .
Demostremos que (A}) > (A}) para cada entrada 1 <i < n.
Sabemos que 60;(0) > 0, si aplicamos exponencial a ambos lados obtene-
mos que
expgi 0 >1,
ademds S;(0) = N7 — [;(0), donde I;(0) > 1, entonces

1

m<1,\71,"’,1’l.

Luego
N; — 1;(0)

expei(o) < Ni - II(O) ,VZ, ()
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N; — I;(0)

< I. -
1< L(0) < N; o

por lo tanto (A}) > (A}) ,V1 <i<n.

Ahora, supongamos como hipétesis inductiva que (A}) > (A} ). Veamos
que se cumple (A};+1) > (AL).
En efecto, por hipétesis inductiva, tenemos que:

(C1AL+ -+ CaA}) > (CrA g + -+ CuAly) .

Luego
Gi(k—Fl) > Ql(k) V1<i<n.

Aplicando exponencial en ambos lados obtenemos que

,‘(k-i-l)

expe > expgi ),

por lo tanto
1 1

exph 1) < exp () =

con lo que obtenemos que

- Ni—1;(0) - N;—I(0)
N; expei(k+1) > N expei(k)

conlo que tenemos que (A}, ;) > (A}) ,V1 <i < n. Asilasucesién { Ay }men
es creciente positiva. Por otro lado, esta sucesién es acotada superiormente
por N; para todas las entradas. Por lo tanto, del analisis en IR" con la topologia
usual [8], la sucesion { Ay, }en converge. O

Con este método iterativo podemos conocer el tamafio final de la enferme-
dad en cada parche de la red metapoblacional. Si en un parche de la red hay
mads del 10 % de infectados, asumimos que la epidemia se propago a este par-
che. Asi el indice de invasion R* es un niimero umbral que nos indica si existe
al menos un parche de la red que no fue invadido por la enfermedad. Con este
indice podemos conocer cuando una epidemia que empieza en un parche i se
propaga o no al resto de los parches de la red metapoblacional.

4.5. Discusion

El siguiente resultado es consecuencia de la proposicién 4.2.



56 CAPITULO 4. INDICE DE INVASION

Proposicion 4.3. El limite de la sucesién { Ay, }men en cada entrada de la funcion
f definida en la proposicion 4.2, converge alos I;,  con1 <i < n, de la red metapo-
blacional, si los 0; son de la forma

total

k
o i Pikpjk.Bl(‘j) [Nj = §j(c0)]
l ik 7 Wi

7

y P = 0 cuando j > i.

La prueba de esta proposiciéon no se realizara en este trabajo de tesis. La
convergencia fue observada con simulaciones numéricas que mostraremos en
el siguiente capitulo.



Capitulo 5

Resultados numéricos

En este capitulo realizaremos simulaciones numéricas con los ejemplos
descritos en el capitulo 4. Mostraremos la convergencia del método iterati-
vo propuesto en este trabajo de tesis y daremos una definicién del indice R*
de forma numérica, el cual nos dard de manera explicita el nimero umbral de
cuando una epidemia que empieza en un parche i de la red metapoblacional
invade a menos del 10 % de la poblacién a otro parche de la red.

5.1. Ejemplos numéricos

Ejemplo 5.1. Para el sistema de dos parches (4.1) descrito por la figura (4.2), ana-
licemos el caso cuando el parche 1 tiene epidemia y veamos como se puede propagar
al parche 2. Para esto, tomemos una poblacion de Ny = Np = 10000. Para el par-
che 1 consideramos que las tasas de contacto ,3511) = ,Bﬁ) = 522) =1.7 y la tasa de
recuperacion vy =0.6. Adicionalmente, consideremos que para el parche 2 tomemos

las tasas de contacto ,Bg) = 5&22) =0.5y v2 =2. Los pardmetros de movilidad serdn
P11 =0.9, P1; =0.1y Pyy =1. La seleccién de estos pardmetros se hace con el fin de
mostrar un escenario donde el parche 1 infecta a menos del 10 % de la poblacion del
parche 2. En las figuras (5.1) y (5.2) observamos la dindmica de ambos parches con
estos pardmetros y con condiciones iniciales S1(0) = 9999, I;(0) =1, R1(0) =0y
S»(0) = 10000, I(0) = 0, Ro(0) = 0.

Al calcular el tamafio final para ambos parches de forma computacional; es decir, cal-
culando los términos S1(o0) y Sy (00) utilizando el lenguaje de programacién Python,
obtenemos que:

9029,26755533
= 837,171422718

Iltoml

Iztoml

57
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modelo SIR parche 1

10000 — 5

8000

6000

Densidad poblacional

4000

2000

Figura 5.1: Dindmica de la epidemia del parche 1 del ejemplo (5.1).

Al aplicar, el método iterativo propuesto en este trabajo, vemos que para 200 pasos el
estimado esta dado por:

1., = 902926755533
L, = 837171422718

La convergencia en este ejemplo se puede observar en la figura (5.3). Por otro lado, los
valores numeéricos de 01 y 6 son:
61 = 2,33218948282
8, = 0,0874301653294
Si fijamos estas tasas de contacto y recuperacion de cada parche y variamos los

pardmetros de movilidad del parche 1 al parche 2, obtenemos figura (5.4) el cual refleja
como la movilidad es un factor de propagacién de la enfermedad.

En este ejemplo podemos observar que el parche 1 no invadié al parche 2, y el término
0, <0,1.
Ejemplo 5.2. Sien el ejemplo (5.1), solo modificamos en el parche 2 las tasa de con-

tacto ,Bgzl) = /Bgzz) = 1, vemos que el parche 1 infecta a las del 20 % de los residentes
del parche 2 obteniendo una invasion en el parche 2 de la enfermedad, figuras (5.5) y
(5.6). Para este ejemplo tenemos que los valores numéricos de los 61 y 6 son:

01 = 2,34475700753
6, = 0,230601900492



5.1. EJEMPLOS NUMERICOS 59

modelo SIR parche 2
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8000
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4000
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Figura 5.2: Dindmica de la enfermedad en el parche 2 del ejemplo (5.1) con
menos del 10 % de sus residentes infectados.

Parche 1 Parche 2
800
8000
600
6000
%} wn
o [=]
o o
8 s
5 G 400
£ 4000 2
£ £
2000 200
0] =~ 0 =
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Iteracion Iteracion

Figura 5.3: Convergencia de método iterativo a los I, , .. (linea roja), calcula-
dos de manera computacional en el ejemplo (5.1).
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Parche 1 Parche 2
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Figura 5.4: Gréfica de bifurcacién con movilidad Pj; variando en el intervalo
[0,1].

Calculando el total de personas infectadas en cada parche calculado de manera
computacional; es decir, calculando los S1(o0) y Sp(00) utilizando el lenguaje de pro-
gramacién Python, obtenemos que:

L, = 9041,39091941
= 2059,44483768

Izt(mzl

Nuevamente, al utilizar nuestro método iterativo con 200 pasos, obtenemos que:

I{mml = 9041,39091941
Iémmz = 2059,44483768

En este ejemplo vemos como el parche 1 si invade al parche 2 y los valores de los
601 y 02 son mayores que 0, 1.

Ejemplo 5.3. Para el sistema de tres parches (4.2) descrito en la figura (4.3), consi-
deremos una poblacién Ny = Np = N3 = 10000. Para el parche 1 consideremos las

tasas de contacto ﬁgll) = gzl) = ﬁg) =1.7 y la tasa de recuperacion v, =0.8. Adicio-

nalmente para el parche 2 consideremos las tasas de contacto [3&21) = ;22) = Bg‘? =

,S(z“;) = 1y la tasa de recuperacion yp = 2. Por tiltimo, para el parche 3 las tasas de

contacto a considerar son ﬁg) = ,Béz) =0.7 y la tasa de recuperacion y3 = 2. Las ta-
sas de movilidad entre los tres parches viene dada por P11 = Pyp = Pyy = Po3 =05y
P33 = 1. La seleccién de estos pardmetros se realizo con el fin de mostrar un escenario
donde el parche 1 invade al parche 2 pero no logra invadir al parche 3; es decir, para
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modelo SIR parche 1
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Figura 5.5: Dindmica de la epidemia en el parche 1 del ejemplo (5.2) con B, =
2) _
P =1.

modelo SIR parche 2

10000 — 5
—n
— R
8000
s
2
2 6000
3
5
g
[
-
]
b
2 4000
&
a
2000
o
o 10 20 30 40 50
tiempt

Figura 5.6: Dindmica de la epidemia en el parche 2 del ejemplo (5.2) con [Sg) =

2
gz)zl'
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el parche 3 menos del 10 % de sus residentes no contrajo la enfermedad. Las figuras
(6.7), (56.8) y (5.9) muestran la dindmica para cada parche con condiciones iniciales
$1(0) = 9999, ;(0) = 1, R1(0) = 0, S2(0) = 10000, I(0) = 0, R,(0) =0,y
S3(0) = 10000, I3(0) = 0, R3(0) = 0.

Al calcular los tamarios finales en cada parche de forma computacional; es decir, cal-
culando los términos S1(o0), Sp(c0) y S3(o0) utilizando el lenguaje de programacién
Python, obtenemos que:

I, 678787659346
b, = 252870776929
L, = 647,131265877

Notamos que el parche 2 tiene mas del 20 % de la poblacién infectada, pero en el parche
3 menos del 7 % de la poblacion fue infectada; es decir, el parche 1 invadié al parche 2
pero no lo hizo en el parche 3.

Si calculamos los tamafios finales con el proceso iterativo, con 200 pasos tenemos que:

I = 678787659346
L, = 252870776929
L= 647131265877

y la convergencia se puede observar en la figura (5.10).
Los valores numéricos de las funciones 8, son:

61 = 1,13555287218
6 = 0,291517119425
63 = 0,0669019802683

En este ejemplo notamos que en los parches donde hay infeccion los términos, 01
y 0 son mayores que 0,1 y para el parche donde no se propago la epidemia a mas del
10 % de la poblacién 63 < 0,1.

Ejemplo 5.4. Sien el ejemplo (5.3), en el parche 2 cambiamos las tasas de contactos

'Bgzl) = ,Bézz) = ,Bg) = [—ig) =0.5, la tasa de recuperacion yp =2.3 y las tasas de
movilidad de parche 1 al parche 2 por P11 =0.7 y P1p =0.3, obtenemos las dindmicas
que muestran las figuras (5.11), (5.12) y (5.13). Al calcular los tamarios finales de
manera computacional obtenemos que:

L, = 710539333081
926,875429952
= 213439240114

Iztotul

I3toml
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Figura 5.7: Dindmica de la epidemia en el parche 1 del ejemplo (5.3).
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Figura 5.8: Dindmica de la epidemia en el parche 2 del ejemplo (5.3).

63
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modelo SIR parche 3
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Figura 5.9: Dindmica de la enfermedad en el parche 3 del ejemplo (5.3).
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Figura 5.10: Convergencia de método iterativo a los Iy, , , . (linea roja), calcu-
lados de manera computacional en el ejemplo (5.3).
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modelo SIR parche 1
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Figura 5.11: Dindmica de la epidemia en el parche 1 en el ejemplo (5.4)

Al calcular nuevamente los tamarios finales con el método iterativo, para 200 pasos
tenemos que

I {mm, = 7105,39333081
Iﬁmmz = 926,875429952
Iémm . = 213,439240114

En este escenario notamos que, aunque en el parche 1 hay una epidemia, en el parche
2 hay menos del 10 % de la poblacién que contrae la enfermedad mientras que en el
parche 3 menos del 3 % la contrae; es decir, la enfermedad no se propago en los parches
2y3.

En este caso el valor de los 6, son:

1 = 1,23963585176
6, = 0,0972683931479
63 = 0,021574999512

En este ejemplo notamos que en el parche donde hay infeccion el término 61 > 0,1
mientas que en los parches donde no se propago la epidemia a mds del 10 % de la
poblacion, los términos 0, y 03 son menores que 0, 1.

Ejemplo 5.5. Por iiltimo, podemos preguntarnos si para el sistema de tres parches
(4.2) descrito en la figura (4.3) si hay una combinacion de pardmetros para los cuales
el parche 2 tenga menos del 10 % de la poblacién infectada pero, en el parche 3 si se
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Figura 5.12: Dindmica de la enfermedad en el parche 2 en el ejemplo (5.4)
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Figura 5.13: Dindmica de la enfermedad en el parche 3 en el ejemplo (5.4)
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generen una cantidad considerable de infecciones.

Para esto, podemos considerar los siguientes pardmentos. Para el parche 1 tomemos
las mismas tasas de movilidad y recuperacion del ejemplo (5.3). Para el parche 2 haga-

mos ﬁ(ﬁ) = ﬁg) = ﬁg) = ﬁg) =0.15 y la tasa de recuperacién v, =3. Por ultimo,

para el parche 3, las tasas de contacto son ,BS) = ,Bg) =1.5y la tasa de recupera-
cién «y3 = 1. Los pardmetros de movilidad del parche 1 al parche 2 son P;; =0.9 y
Py =0.1, mientras que del parche 2 al parche 3 estin dadas por Py; = 0.1y Pp3 =0.9.
La dindmica de cada parche puede ser vista en las figuras (5.14),(5.15) y (5.16).

Al calcular los tamafios finales de forma computacional en cada parche obtenemos
que

L., 8027,3365879
L, = 911258412302
L, = 622996995269

Si volvemos a calcular estos términos con el proceso iterativo, con 200 pasos tenemos
que

I = 80273365879
B = 911258412302
I, = 622996995269

Podemos observar que, pueden existir combinaciones de pardmetros en los cuales el
parche 1 no infecta a mds del 10 % de la poblacién, pero si desencadena epidemia en
el parche 3, es decir, infecta a mds del 10 % de sus residentes. Es importante destacar
que la movilidad es un pardmetro que influye en este escenario.

Al calcular los 8, de cada parche tenemos que

1 = 1,62310047252
6 = 0,0955486335854
6 = 0,975502121457

En este ejemplo notamos que en los parches donde hay infeccion los términos, 01
y 03 son mayores que 0,1 y para el parche donde no se propago la epidemia a mas del
10 % de la poblacién 6, < 0,1

Ejemplo 5.6. Ahora veamos el comportamiento del sistema de 4 parches (4.3) descri-
to por la figura (4.4), cuando el parche 1 con epidemia ya invadié al parche 2 y veamos
como invade o no a los parche 3 y 4.
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Figura 5.14: Dindmica de la epidemia en el parche 1 del ejemplo (5.5).

modelo SIR parche 2

10000 — %
— b
— Ry
8000
5
2
S 6000
2
]
g
g
o
B
k=1
2 4000
@
a
2000
0
0 10 20 30 a0 50
tiemp

Figura 5.15: Dindmica de la enfermedad en el parche 2 del ejemplo (5.5).



5.1. EJEMPLOS NUMERICOS 69
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Figura 5.16: Dindmica de la epidemia en el parche 3 del ejemplo (5.5).

Para el parche 1 consideremos las tasas de contactos ,Bgll) = ,8521) = ,8522) =17y
la tasa de recuperacion 1 =0.9. Adicionalmente, para el parche 2 consideremos las

tasas de contactos Py = By = gy = B3 = Py = By =11y tasa de recupe-

racion vyp =2.5. Para el parche 3, se consideran las tasas de contacto /3:(,3) = ﬁg’) =0.8
y la tasa de recuperacion vz =1.8, y por tiltimo para el parche 4 las tasas de contacto

(4) _ p4)

son By, = Byy =0.5y la tasa de recuperacion v4 = 1. Los pardmetros de movi-
lidad serdn del parche 1 al parche 2 Pyy = P1»=0.5, del parche dos al parche 3 y 4,
Py3 = Poy =0.1 y asi Pyy =0.8. Los pardmetros internos de movilidad del parche 3 y
4 son P33 = Pyy =1. La eleccion de estos pardmetros es tener un escenario donde el
parche 1 ya invadi6 al parche 2; es decir, mds del 10 % de sus residentes fue infectada
pero en los parches 3 y 4 no se propago la epidemia; es decir, menos del 10 % de los
residentes en estos parches no contrajo la enfermedad. La dindmica de la enfermedad
en cada uno de estos parches con condiciones iniciales S1(0) = 9999, [;(0) = 1,
R1(0) = 0, S»(0) = 10000, I(0) = 0, Ry(0) = 0, S3(0) = 10000, I3(0) = 0,
R3(0) = 0y S4(0) = 10000, I4(0) = 0, R4(0) = O se pueden ver en las figuras
(5.17), (5.18), (5.19) y (5.20).

Al calcular los tamarios finales en cada parche de forma computacional; es decir, cal-
culando los términos S1(o0), Sp(00), S3(o0) y Sa(oo) utilizando el lenguaje de pro-
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gramacién Python, obtenemos que:

hL,,, = 507565542408
L, = 213445187915
L, = 103277145414
Ly, 70,6641580192

Si calculamos los mismos términos con nuestro método iterativo, con 200 pasos
tenemos que

i = 507565542408
L, = 213445187915
5 103,277145414
I, = 706641580192

La convergencia del método la podemos observar en la figura (5.21).

Acd vemos como la epidemia solo se propagé al segundo parche, mientras que en
el parche 3 menos el 2% contrajo la enfermedad y el en parche 4 menos del 1% la
contrajo.

Al calcular el valor de los 6,,, tenemos que

01 = 0,708398856312
6, = 0,240102825759
63 = 0,0103821285137
04 = 0,00709282878115

En este ejemplo nuevamente vemos que en los parches donde hay infeccién los
términos, 6 y 62 son mayores que 0,1 y para los parches donde no se propago la
epidemia a mas del 10 % de la poblacion; es decir, los parches 3 y 4 los términos 03 y
64 son menores que 0, 1.

Ejemplo 5.7. Si en el ejemplo (5.6) en el parche 4 cambiamos las tasas de contacto
por ,Bg) = ,Bﬁ) =1y la tasa de recuperacion 4 =0.8 obtenemos una dindmica en
cada parche que se pueden observar en las figuras (5.22),(5.23),(5.24) y (5.25). Cal-
culando los tamarios finales de la enfermedad en cada parche de forma computacional,

obtenemos que:

I, 5158,81552639
L, = 244723143051
L, = 118046682783
Iy,,, = 250262411042
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Figura 5.17: Dindmica de la epidemia en el parche 1 del ejemplo (5.6).
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Figura 5.18: Dindmica de la epidemia en el parche 2 del ejemplo (5.6).
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Figura 5.19: Dindmica de la enfermedad en el parche 3 del ejemplo (5.6).

modelo SIR parche 4

10000 — S

8000

6000

4000

Densidad poblacional

2000

Figura 5.20: Dindmica de la enfermedad en el parche 4 del ejemplo (5.6).
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Figura 5.21: Convergencia de método iterativo a los Iy, , , . (linea roja), calcu-
lados de manera computacional en el ejemplo (5.6) en su primer escenario.

Al calcular estos términos con nuestro método iterativo, a 200 pasos tenemos que:

I{mm , = 515881552639
Iﬁmm! = 2447,23143051
Iém . = 118,046682783
Litm . = 2502,62411042

En este escenario, vemos como la enfermedad llego al parche 4 mds no invadié al parche
3 ya que menos del 2 % de su poblacién contrajo la enfermedad.
Al calcular los 0,, en cada parche obtenemos que

61 = 0,725817949536
6, = 0,28091393693

6z = 0,0118887816477
6, = 0,293288126841

Nuevamente vemos que en los parches donde hay infeccién los términos, 61, 03 y 04
son mayores que 0,1y para el parche donde no se propago la epidemia a mas del 10 %
de la poblacion; es decir, el parche 3 el término 63 es menor que 0, 1.

Con éstos ejemplos, podemos notar la convergencia de nuestro método ite-
rativo a los I, , .. en cada parche de la red metapoblacional, sin importar el



74

CAPITULO 5. RESULTADOS NUMERICOS

modelo SIR parche 1

10000 —_ 5

8000

6000

Densidad poblacional

4000

2000

Figura 5.22: Dindmica de la epidemia en el parche 1 del ejemplo (5.7).
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Figura 5.23: Dindmica de la epidemia en el parche 2 del ejemplo (5.7).
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Figura 5.24: Dindmica de la enfermedad en el parche 3 del ejemplo (5.7).
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Figura 5.25: Dindmica de la epidemia en el parche 4 del ejemplo (5.7).
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escenario que planteemos para modelar la epidemia. Ademas se pudo obser-
var que el término 6, siempre es menor que 0, 1 en los parches donde menos
del 10 % de sus residentes contraen la enfermedad. Esto nos da una forma de
calcular el indice de invasiéon R* de manera explicita.

5.2. Discusion

Empecemos esta seccién definiendo el indice de invasién R* de manera
explicita.

Definicién 5.1. Sea f(x1,- -+ ,xn) una funcion como en la proposicion (4.2) y sea

7

0 f PPyl [N; = Sj(c0)]
ik Wi
y Pjj = 0 cuando j > i. Se define R* como
R* =min{6;},1 <i<n.
= S5i R* <0.1, la epidemia no se propagard por todos los parche de la red.
» S5i R* >0.1, la epidemia se propagard por los parches de la red.

Observacién 5.1. En cada uno de los ejemplos descritos, podemos observar que en
los parches donde no hay una invasion mayor al 10 % de la poblacién, el valor de 0,
en esta entrada es menos que 0.1. Una forma de ver esto es la siguiente.

Ny
exp?n ’

M(1-21).
expn

I
0, ~ —log <1 — ’;\t;;”[) )

Como Iy,,,,/ Ny es la cantidad de individuos infectados en el parche n, si queremos
que menos del 10 % de la poblacion de este parche esté infectada se debe cumplir que
In,.. / Nn < 0,1. Sustituyendo esta expresion en la ecuacion de 6, tenemos que

Q

I”tatul n

Q

asi

Oy < —log(1—(0,1)) = 0,105360515658 .

Al considerar el vector 6; con 1 < i < . Si en la entrada i-ésima el valor de
6; <0,1, en el parche correspondiente a esa entrada, no habra una proporcién
significativa de infecciones generadas por el primer parche donde empieza la
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epidemia, como se vi6 reflejado en los ejemplos anteriores en distintos esce-
narios.

Con el método iterativo propuesto en este trabajo, podemos calcular tantos
valores de I;, ,  y i con1 < i < n, sin la necesidad de utilizar los términos
computacionales S;(c0). Esto significa que el indice R* es un pardmetro pre-
ventivo, el cual nos puede dar informacién de como una epidemia que empie-
za en un parche i de la red metapoblacional, se puede propagar o no a todos
los parches de la red, sin la necesidad de esperar que la epidemia haya pasado.

Por tltimo, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.8. Consideremos una red como en la figura (5.26). Para este caso particu-
lar hagamos que el parche 1 tenga infeccion; es decir 61 > 0,1. A partir del parche 2
hagamos todos los parches homogéneos; es decir, todas las tasas de contacto son igual a
By las tasas de recuperacion son igual a «y. Los pardmetros de movilidad serdn iguales
a partir de este parche hasta el 1iltimo parche donde no hay emigracion de personas; es
decir, Py, = 1. Acd sélo iremos en una direccion como en el ejemplo (5.3) (nos interesa
ver como el parche 1 invade o no al resto de la red). Luego el sistema estd dado por

1 2 2
_511’11111’11/5(11) - 511’12111’12!3%1) . 511’12121’22/5(12)

51 1 p) p) /
(1) (2) (2)
: S1Pi1 11 P11 B S1Pp 11 PoB S1P12 [ Py
Il — Wl 11 + Wz 11 + W2 12 _,),111,
Ry = mh,
(i) i i+1
[ _ SiPilia PPy SipiiIiPii/S,(';) _ Sipn(i+1)Iipf(i+1)/3z(;+ :
Lo W; Wi i
i+1
_ SiPit Ii+1P(i+1)(z‘+1)ﬁ§E:r1))
i ’
i i i+1
[ SiPiiliaPi-1)iPi_y) + SfPfiIiPifﬁgf) + SiPi(i+l)IiPi(i+l)lgz(;+ )
i = W, W, ,
i+1
Sipi(i+1)1i+1p(i+1)(i+l)ﬁ,<z;;1))
+ WH»l - /)/IIZ 7
Ri = ml,
SuPanly1Ppy_1)uB") ()
S‘ . Tmmm n—=15(n-1)nPn(n—1) o SnPounlnPun By
n - Wn ( ) Wn 7
n
I' _ S"Pmllnflp(”*l)”‘gn(nfl) SanIan,ﬁSf;,)
no= W T W
Rn — ’)’n In .

Al considerar en el parche 1 las tasas de contacto ﬁgll) = ﬁﬁ) = [‘5%) =1.7yla tasa de
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Figura 5.26: Red ejemplo (5.8).

recuperacion y; =0.9 estamos garantizando que hay epidemia en este parche. Para el
resto de los parches consideramos la tasa de contacto B = 1y la tasa de recuperacion
7y = 2 con parametros de movilidad entre cada parche de P;; =0.5. Calculemos los
tamarios finales de forma computacional para los primeros 3 parches y veamos que
podemos inferir de los demds parches con este resultado. Para los primeros 3 parche
tenemos que:

L, 5744,22243704
b, = 190318853717
L, = B317,864606973

Al calcular estos términos con nuestro método iterativo, a 200 pasos tenemos que

I = 574422243704
I~ = 1903,18853717
L = 317864606973

Como el resto de los parches son homogéneos, podemos decir que los I;, ,  cond <i <
n, tenderd a disminuir y asi la enfermedad se ira disipando a medida que avanza por
la red.

Para este caso el valor de los 6,, son

61 = 0,854207601662
6> 0,211114755378
#s = 0,0323026175806
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Aca el para n = 3, el indice R* = min{6,} = 0,0323026175806 < 0,1. Si a
partir del parche 2 cambiamos solo la tasa de recuperacion a v =0.5 obtenemos que
los tamatios finales de la enfermedad calculados computacionalmente estdn dados por:

L, 8367,05766337
L,,, = 737374608188
I, = 7344,67502594

Al calcular estos términos con nuestro método iterativo, a 200 pasos tenemos que

I = 836705766337
I, = 737374608188
L. = 734467502594

Acd la invasion es evidente en estos parches (cada uno de ellos tiene mds del 10 % de
la poblacién infectada), aunque se ve una pequefia disminucién del parche 2 al parche
3. Como el resto de los parches son homogéneos, igual que en el caso anterior, podemos
decir que la enfermedad ird disminuyendo en cuanto vaya avanzando al resto de los
parches de la red.

En este escenario el valor de los 0,, son

0, = 1,81210158594
0, = 1,33702662791
05 = 1,32601804501

siendo R* = min{6,} = 1,32601804501 > 0,1.

Observacién 5.2. En el ejemplo anterior podemos ver que sin — oo, la enfermedad
tenderd a disiparse y eventualmente tendera a cero cuando la red es homogénea.

Este ejemplo, ilustra como para una red de gran cantidad de parches con
condiciones de homogeneidad, la prediccién de si un parche i fijo donde em-
pieza una epidemia puede o no invadir al resto de la red, puede hacerse ana-
lizando pocos parches de la red metapoblacional. Esto es una buena forma de
tomar medidas preventivas para redes metapoblacionales de gran escala.
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Capitulo 6

Conclusiones

Proponemos un indice de invasién R* para enfermedades descritas por
modelos SIR en redes metapoblaciones. Este indice nos proporciona infor-
macién de cuando una epidemia que empieza en un parche i fijo de la red
metapoblacional, podra o no propagarse por toda la red.

La construccién de este indice nos llevo al célculo de los tamarfios finales de
la enfermedad en todos los parches de la red metapoblacional con un méto-
do iterativo, el cual se pudo realizar sin la necesidad calcular los términos
computacionales S, (o). Como consecuencia, el cdlculo del indice de invasién
R* puede realizarse con el mismo método propuesto en este trabajo. Esto es
una ventaja significativa ya que el término R* es un indice preventivo, el cual
nos permite inferir cuando la epidemia se propaga o no al resto de la red. Al
conocer el vector 6; con 1 < i < n, podemos ver cuales son los parches don-
de se puede propagar la enfermedad con anticipacién y asi tomar medidas
preventiva para minimizar los casos de individuos infectados en dichos par-
ches, evitando de esta forma epidemias en otros parches. Esto es de mucha
importancia para las politicas de salud que un pais pueda tomar, pues permi-
te tomar acciones antes de que la epidemia qué empieza en un parche i de la
red, se propague al resto de los parches, evitando que la poblacién adquiera
la enfermedad en estos parches.

El método iterativo nos da el cdlculo tanto del R* como el delos I, , .. en cada
parche de la red sin recurrir a los términos S, (o) los cuales solo pueden ser
calculados de manera implicita de forma computacional o una vez haya pa-
sado la epidemia en la red metapoblacional. Esto es un resultado interesante,
pues permite modelar distintos escenarios de propagacién de la enfermedad,
sin tener que recurrir al experimento in vitro. Esto permitird entender un poco
mas el efecto que tiene la movilidad en redes con estructura espacial, lo cual es
fundamental para la propagacién de enfermedades en la red metapoblacional.

81



6.1.

Parche 1

Figura 6.1: Red con estructura de 4rbol.

Trabajos futuros

Esta investigacién nos presenta una lista interesante de trabajos futuros a
realizar.

Dar una demostraciéon formal a la proposicién (4.3). Esto con el fin de
probar de manera analitica la convergencia de nuestro método a los
términos I, , ,, en todos los parches de nuestra red metapoblacional.

Elaborar una red metapoblacional real y verificar con pardmetros de la
literatura de una enfermedad en especifico el resultado propuesto en
este trabajo de tesis.

Plantear el indice de invasién R* a enfermedades de transmisién por
vectores, especificamente enfermedades trasmitidas por el mosquito Ae-
des aegypti, (dengue, zika, virus mayaro, chikungufia).

Analizar otros tipos de redes como el descrito en la figura (6.1).

Estudiar la expresién 6, ~ —log (1 — L}(,%“’) , 1a cual nos puede dar

informacién de los porcentajes de personas que pueden contraer la en-
fermedad en cada parche de nuestra red metapoblacional.

Redaccién de un articulo cientifico con los resultados mds importantes
de este trabajo.
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