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Capitulo 2

Introduccion

2.1. Planteamiento del problema

Dentro del area de ciencias de la computacién se han definido gran diversidad
de problemas, de los cuales se ha encontrado algoritmos para resolver gran parte de
éllos. Sin embargo, conocer un conjunto de pasos para llegar a la solucién de un pro-
blema no siempre es suficiente, existen algunos problemas en el area de computacién
en los cuales el nimero de operaciones que se requieren para llegar a la solucion del
problema aumenta mucho mas rapido de lo que se incrementan los datos de entrada

del problema.

El estudio de estas caracteristicas de un algoritmo son consideradas dentro del
area de teoria de la complejidad computacional, la cual tiene sus origenes en los inicios
de la década de los 60’s, cuando los primeros usuarios de computadoras electréonicas

comenzaron a prestar peculiar interés al desempeno de sus programas.

Encontrar técnicas satisfactorias para resolver problemas computacionales ha elu-
dido a investigadores por anos, entre los problemas mas desafiantes computacional-
mente, destaca el problema de satisfactibilidad de restricciones, introducido por Step-
hen Arthur Cook [5], tras el cual se han desarrollado diversas lineas de investigacién

enfocadas en el campo de complejidad computacional.



Capitulo 2. Introduccion 8

Dentro del area de los problemas de satisfactibilidad se encuentra el problema
de decisién, el cual consiste en determinar si una féormula Booleana es satisfactible o
no, este problema es conocido como: SAT. Se sabe que una funcién es satisfactible
si existe al menos una asignacion que la haga verdadera, estas asignaciones son co-

nocidas como modelos de las férmulas.

A partir del problema de decisién SAT se deriva el problema de conteo asociado:
este problema consiste en determinar el nimero de modelos de una féormula Boolea-
na, problema conocido comunmente como #SAT.

Actualmente existen diversos problemas derivados de SAT y #SAT que no se en-
cuentran completamente resueltos. Por ejemplo, el determinar si existe un algoritmo
de complejidad polinomial en tiempo para resolverlos, o bien demostrar que su so-
lucién requiere de un tiempo exponencial de computo en base al tamano de sus

instancias de entrada.

Hay un gran interés de investigadores de diversas areas para encontrar diferentes
maneras de resolver el problema #SAT, debido a que una solucién eficiente tendria

un impacto en diversas disciplinas y en distintas aplicaciones.

El objetivo de este trabajo de tesis es disenar e implementar un método para
resolver el problema #SAT, basado en el andlisis de férmulas en su forma normal
conjuntiva. El andlisis se realizard mediante la representacién de estas férmulas a
través de grafos que representan las mismas condiciones y propiedades de la formu-
la, y mediante el estudio de las diversas topologias generadas en estos grafos. Y a
través del proceso de recorrido de los elementos de los grafos, se propone la aplicacién

de un conjunto de reglas y procesos que permiten el conteo efectivo de modelos.

El problema de conteo de modelos sobre férmulas en forma conjuntiva de clausulas
con a lo més 2 literales (2—C'F'), es conocido como #2S AT, y este es un problema # P
clasico. En esta trabajo de tesis se presenta el analisis sobre diferentes topologias de

los grafos que representan (2—C'F') y que permiten el calculo eficiente de #2S AT (F').
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En este documento de tesis, se demuestra que si la construccién de un grafo de una
formula F' en 2 — C'F es aciclica, o que si esta contienen sélo ciclos simples los cuales
son independientes uno de otro, entonces #2SAT(F') es calculado eficientemente, y
para el resto de posibles configuraciones se analizaran y desarrollaran métodos que

calculen de forma eficiente el nimero de modelos para cualquier funcién en 2 — C'F.

2.2. Objetivos Generales y Especificos

En este proyecto de tesis se planteron los siguientes objetivos:

Objetivo General

= Disenar y desarrollar un método para calcular el nimero de modelos sobre
formulas Booleanas y que esto pueda ser ejecutado en tiempo polinomial. Lo

que implicaria que se tendria un algoritmo eficiente y robusto.

= Desarrollar un sistema de software que implemente el algoritmo propuesto,
permitiendo a través de su interfaz, observar los resultados del proceso y la
representacion de la informaciéon de acuerdo a las caracteristicas definidas en

el método implementado.
Objetivos Especificos

= Analizar la metodologia desarrollada para el analisis de la complejidad en tiem-
po de un algoritmo que resuelve #2 — SAT que es la base del trabajo que se

realiza en esta tesis.

= Implementar a través de un sistema de software el analisis actualmente desa-
rrollado sobre conteo de modelos a través del estudio de los diversos patrones

estructurales de un grafo que es generado por una funcién F' de la forma 2—C'F'.
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Fundamentos Teorico

3.1. Teoria de la Complejidad Computacional

En el siglo pasado, se observé como se desarrollé una ciencia capaz de clasificar
problemas computacionales de una forma muy satisfactoria. En 1936 Alan Turing
[30] presenté sus modelos de maquinas abstractas, las cuales pueden ser vistas como
una computadora capaz de ejecutar algoritmos. Esta percepcién de una computadora
se toma del hecho de que plantea los principios basicos de los cuales se desarrollaron
estos sistemas y también porque todos los modelos de cémputo han demostrado ser

equivalentes a las maquinas de Turing.

La primer méquina de Turing fue disenada para trabajar de forma determinista y
no paralela, este modelo puede ser facilmente reproducido por el computo moderno
debido a que comparten el mismo principio basico de ejecucion. A finales del ano
1950 se comenzé a considerar méquinas de Turing no deterministas [27]. Sin em-
bargo, debido a diversos factores que dificultan su implementacion, este modelo no
tiene el enfoque en el que se basan los equipos de cémputo actuales, tomando como
referencia las méquinas de Turing (y algunas variantes de estas) como herramienta,
es posible clasificar los problemas computacionales de acuerdo al grado de dificultad
(requerimientos de tiempo y espacio) que la resoluciéon computacional del problema

requiere.

10
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3.1.1. Conceptos Basicos de la Teoria de la Complejidad

Por conveniencia, la teoria de la complejidad esta disenada especialmente para
aplicarse a problemas de decisiéon. Un problema de decisién PD, se plantea como
una pregunta general la cual acepta como respuesta sélo una de dos posibilidades, la
respuesta SI o la respuesta NO. En forma abstracta, un problema de decision, puede
describirse como:

PD : (D, S) , donde: D corresponde al Dominio de valores posibles y S C D son

las instancias que resuelven el problema. El planteamiento del PD es:

SI, sizeS

Vee D:PD(x) =
(@) {NO, en otro caso

En estos términos, un PD puede usarse como medio para reconocer un lenguaje
S que es un subconjunto de palabras de un alfabeto D. En la practica, el PD intenta
reconocer algin conjunto especifico de objetos matematicos, tales como: férmulas
l6gicas verdaderas, graficas que tienen una cierta propiedad, etc. Pero esto requiere
el codificar adecuadamente las estructuras subyacentes de los objetos para cualquier
instancia del problema, de tal forma que finalmente, se pueda construir un predicado

que atn sélo con respuestas STo NO obtenga cualquier otra informacion que se desee.

Un algoritmo es un procedimiento general que trabaja paso a paso y en un niimero
finito de éstos, resuelve un problema. Un algoritmo resuelve un problema de deci-
sion PD si puede aplicarse a cualquier instancia [ del PD y garantiza que siempre
produce una solucién para esa instancia. Podemos pensar en un algoritmo como un
programa de computadora o como la descripcién de la funcién de transicion de una

maquina de Turing.

La funcion de complejidad de tiempo de un algoritmo, expresa los requerimientos
de tiempo que un determinado modelo de computacion necesita al ejecutar el algo-

ritmo para resolver cada posible instancia del problema.
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Al especificar las cotas de clases, muchas veces se usa la notacién de la funcién de
orden O. Si G(n) es una funcién, G : N — R, O(G(n)) es el conjunto de funciones
G’ que satisfacen G'(n) < c¢- G(n) para alguna constante real positiva ¢ y para toda
n > ng, donde ng depende de GG. Nétese que si ng es cero, entonces se cumple para
todon € N.

Con el fin de clasificar el esfuerzo computacional que se requiere al resolver los
problemas de decision, estos problemas se han clasificado en clases de complejidad.
Una misma clase de complejidad contiene a todos los problemas que requieren fun-
ciones similares de tiempo para ser resueltos. Denotando a un algoritmo determinista
como AD y a un algoritmo no-determinista como AnD, podemos definir las siguien-

tes clases de complejidad:
DLOG = {PD|3AD que resuelve PD en tiempo logaritmico}
P = {PD|3AD que resuelve PD en tiempo polinomial }
NP ={PD|3AnD que resuelve PD en tiempo polinomial}
EXP ={PD|3AD que resuelve PD en tiempo exponencial }

Asi, el Conjunto de problemas que pueden ser resueltos en tiempo polinomial
por una maquina de Turing determinista se define como la clase de complejidad P,
mientras que el conjunto de problemas que pueden ser resueltos en tiempo polino-
mial pero por una maquina de Turing no determinista es denotado como la clase de
complejidad NP.

La complejidad NP es la clase de problemas que tienen un algoritmo determinista
de resoluciéon que corre en tiempo exponencial, pero para los cuales también existe

un algoritmo no determinista que corre en tiempo polinomial.

Las clases de complejidad son ampliamente utilizadas para clasificar una gran di-
versidad de problemas, y a través de estas clasificaciones se han desarrollado diversas

areas de investigacién. Por ejemplo, una linea crucial de investigacion es encontrar
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problemas que inicialmente se clasifican en la clase NP, y que a travs de un analisis

profundo, se puede demostrar que estan en la clase P.

Un area de experimentacion y de gran importancia en la determinacién del um-
bral entre la clase P y NP, lo han proporcionado las formulas Booleanas, de las
cuales se derivan diversos problemas, tales como el de satisfactibilidad (SAT), méxi-

ma satisfactibilidad (M AXSAT), el conteo de modelos (#SAT), etc.

3.1.2. Complejidad #P-completo

En teoria de la complejidad computacional, la clase de complejidad #P es el con-

junto de los problemas de conteo asociados a los problemas de decision en el conjunto
NP.

Los problemas correspondientes en #P se interesan en saber cuantos elementos
satisfacen la pregunta en lugar de si existe algin elemento que la satisfaga. Por
ejemplo:

Un problema pertenece a #P si existe una maquina de Turing no-determinista
que en tiempo polinomial obtiene para cada instancia I el nimero de soluciones di-
ferentes que validan a I. Claramente, un problema #P tiene que ser méas costoso que
su correspondiente problema en NP. Si es facil contar las respuestas, también lo es

el responder si existe alguna, verificando si la cuenta es mayor a cero.

Un problema #P-completo es el conjunto de los problemas de conteo que per-
tenecen a #P tales que todo problema de #P se puede reducir en todos los de
#P-completo en tiempo polinomial. Se puede decir que los problemas #P-completo

son los problemas mas difciles de #P.

Se piensa que no hay algoritmos en tiempo polinomial para resolver problemas
#P-completos. Inclusive, no se conocen algoritmos deterministas que puedan dar una
solucién aproximada con una calidad razonable. Sin embargo, existen algoritmos pro-

babilisticos que dan una buena aproximaciéon a algunos problemas #P-completos con
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una muy buena aproximacién y existen otros que atacan la solucién por partes que

puedan ser solucionables o delimitan hasta donde puede ser computable la solucién.

3.2. Estado del Arte

Calcular el nimero de modelos que satisfacen a una férmula Booleana no es un
problema sencillo. Un aspecto importante al analizar este problema y para encontrar
una solucion, es definir la estructura de las férmulas sobre las que se realiza el conteo
de modelos. En [12][10] se muestra como una férmula en 2— F'C' es representada como
un grafo, y como tal, se pueden identificar topologias del grafo, y como a partir de al-

gunas de estas topologias es posible calcular de forma eficiente el nimero de modelos.

El problema #SAT consiste en determinar el nimero de asignaciones que hacen
verdadera a una funcién Booleana. En 1970, Leslie Valiant [33] propuso la clase de

complejidad #P que contendrian a los problemas de conteo.

Es de comentar que tanto los problemas NP asi como algunos problemas de
decisiéon conocidos por encontrarse en P, pueden tener una contraparte en términos
de conteo, que estan en la clase #P.

Por ejemplo 2SAT (problema SAT restringido a cldusulas con un maximo de
dos literales) se encuentra en P [7], mientras que 3SAT se encuentra en la clase
NP — completo [13]. Pero sus problemas de conteo derivados: #2SAT y #3SAT),
ambos pertenecen a la clase #P [22][34].

Mientras los algoritmos para algunos problemas de decisiéon se encuentran am-
pliamente estudiados, este no es el caso para sus problemas derivados en la clase #P.
Uno de los primeros algoritmos para un problema de conteo fue propuesto en 1963
por John Ryser [25], quién propuso un algoritmo para contar el nimero de aparea-
mientos perfectos en un grafo bipartito (un apareamiento perfecto de un grafo es un
subconjunto de aristas tal que cada vértice del grafo se encuentra conectado exacta-
mente por una arista y un grafo es bipartito si es posible particionar sus vértices en

dos conjuntos tales que cada arista del grafo conecta un vértice de cada conjunto),
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resultando la complejidad del algoritmo del orden O(2").

Por un largo periodo de tiempo el algoritmo de Ryser fue el tnico algoritmo
exacto para un problema #P. Sin embargo, el interés por estudiar la complejidad
computacional de los problemas en la clase # P se ha incrementado recientemente,
prueba de ello son la publicaciones de articulos enfocados al problema de conteo
relacionados con la clase # P, algunos ejemplos de publicaciones basadas en este
problema son los trabajos de Greenhill [15], Zhang [35], DahllAof [6], Vadhan [32],
Goldberg [14] y Valiant [34].

El conteo de modelos para una férmula Booleana, problema denotado como
#SAT, ha sido estudiado por varios investigadores como Lozinskii [3], Dubois [8],
Marathe [21] y muchos otros. El problema de conteo de modelos no solo es in-
teresante matematicamente, sino que tiene importantes aplicaciones, principalmente
relacionadas con problemas de Inteligencia Artificial. Por ejemplo, algunas tareas del
razonamiento automatico requieren del conteo de modelos de las féormulas de trabajo,
asi como otros problemas complejos que se derivan del razonamiento son fuente de

aplicacion para el problema #SAT.

3.3. Preliminares

Como se comenté anteriormente, el cdlculo del nimero de modelos para una
formula Booleana se realiza sobre funciones de la forma 2 — C'F. A continuacién se
describird a detalle los principales conceptos que constituyen la base a partir de la

cual se desarrollard nuestra propuesta algoritmica.

Sea X = {1, ...,x,} un conjunto de n variables Booleanas. Una literal puede ser

tanto una variable z; o una variable negada ;.

Una cldusula es una disyuncién de literales distintas (en ocasiones una clausula

es también considerada como un conjunto de literales). Para cada k € N, una k-



Capitulo 3. Fundamentos Teorico 16

cldusula es una clausula que consiste de exactamente k literales y una (< k)-clausula

es una cldusula con a lo mas k literales.

La Forma Conjuntiva (C'F) de una funcién Booleana F' es una conjuncién de
cldusulas (una funcién en C'F es también considerado un conjunto de cldusulas).
Una funcién F' en forma C'F' se supone como mondtona positiva si ninguna de sus
variables se encuentra negada. Una funcién k — C'F’ es una funcién C'F' que contiene
exactamente k cldusulas, y una funcién (< k) — C'F denota una funcion C'F con a

lo mas k clausulas.

Se usard v(Y') para expresar el conjunto de variables involucradas en el obje-
to Y, donde Y puede ser una literal, una clausula o una férmula Booleana. Por
ejemplo, para la cldusula ¢ = {x1,73}, v(c) = {x1,22}. Lit(F) es el conjunto
de literales que aparecen en una férmula C'F F, es decir si X = v(F), entonces
Lit(F) = X UX = {21, 71, ..., Tn, T }.

Sea F' una férmula Booleana, entonces una asignacion s para F' es una funcion
Booleana tal que s : v(F) — {0,1}. Una asignacién puede también ser considerada
como un conjunto no complementario de literales. Si [ € s, siendo s una asignacion,

entonces s convierte a [ en verdadero y a [ en falso.

Considerando una clausula ¢ y una asignacién s como un conjunto de literales,
se dice que c es satsifecha por s si y sélo si cNs # () y si paratodol € cy 1l € s,

entonces s falsifica a c.

Sea F' una férmula Booleana en forma conjuntiva (CF), F' se satisface por una
asignacion s si s satisface a cada una de las cldusulas de F'. Cuando una asignacion

s satisface a I, se dice que s es un modelo de F.

s falsifica a F', si alguna clausula de F' es contradecida por s. Se denotara con
M (F) el conjunto de modelos que tiene F' sobre v(F'), y con Fals(F') al conjunto de

asignaciones sobre v(F') que falsifican a F'.
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La cardinalidad de M (F), se denota por #SAT(F), esto es #SAT(F) = |M(F)].
Sea P = {F}, ..., F,.} una particién de una férmula Booleana F, esto es, {v(F}), ..., v(F,)}

es una particion de los componentes conexos de F', entonces se cumple que:

LSAT(F) = H LSAT(F,) (3.1)

Sea F' una funciéon en C'F, el problema SAT consiste en determinar si F' tiene
un modelo. El problema #SAT consiste en determinar el nimero de modelos de F'
definidos sobre v(F'). #2 — SAT expresa #SAT para férmulas en 2 — CF.
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Desarrollo

4.1. Construccion del grafo de restricciones para

una formula 2 — CF.

Existen diversas representaciones sobre grafos de una funcién en forma conjunti-
va [28], en este caso se usard el grafo con signos de una 2 — C'F. Sea F' una férmu-
la en 2 — C'F, su grafo de restricciones es expresado por Gp = (V(F), E(F)), con
V(F)=v(F)y E(F)={{v(z),v(y)} : {z,y} € F}, esto es, los vértices de G son las
variables de F', y por cada clausula {z, y} en F existe una arista {v(z),v(y)} € E(F).
A cada arista ¢ = {v(x),v(y)} € E se le asocia un par ordenado de signos (s, s2),

asignados como etiquetas en la arista que conecta las variables en la clausula.

Para cada cldusula ¢ en F' se genera un nodo en V' y definimos una arista (¢, ¢') €
E si y sélo si las clausulas ¢ y ¢’tienen una variable en comtun. Ver figura 4.1. A este

tipo de grafo, le llamaremos el grafo de restricciones de la formula.

El dual correspondiente a Gy puede ser representado como un grafo cuyos nodos
corresponden a variables en v(F') y existe una arista entre cualquier par de variables

que aparezcan en la misma cldusula. Ver figura 4.2.

En [1] el grafo dual es llamado grafo féormula y en [9] se le denomina grafo fun-

damental. Para calcular el nimero de modelos de una férmula F en 2 — FC en su

18
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S: Se

Figura 4.1: Arista entre dos clausulas con una variable en comun.

representacion por medio de un grafo, es necesario calcular el niimero de modelos
de cada subgrafo G, que corresponda a un componente conexo. A continuacién se
muestran las diferentes formas de calcular #5AT(GF) de acuerdo a la topologia que

se representa.

e £ 7 Rt
s 4 \
LY 7 \ !

~ C s \ ol ’/

-~
—_—

Figura 4.2: Arista entre variables de la misma cldusula.

4.2. Calculo de #2SAT segiin la topologia del gra-
fo

A continuacién se presentan distintas topologias sobre un grafo que representa
una funciéon en 2 — C'F'; asi como los algoritmos que permiten calcular el ntimero
#2S AT para las formulas representadas por esos grafos. También son considerados
los casos cuando los grafos tienen aristas paralelas, y cuando las funciones en 2 —CF

tienen cldusulas unitarias.

4.3. Calculo de #2SAT sobre grafos-caminos

Si G es un camino entonces F' puede escribirse como: F' = {C},Cs, ..., Cp} =
o, 23}, {28, 23}, ., {200, ), donde €;,8; € {+,—} parai < N.
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Para cada nodo = € G un par de nimeros (o, ;) es calculado, donde «, indica
cuantas veces la variable x toma valor verdadero y (3, indica el nimero de veces que
la variable x puede tomar valor falso dentro del conjunto de modelos de F'. El primer
par es (a1, (1) = (1,1) porque x; puede tomar cualquier valor (verdadero o falso)

con el fin de satisfacer f;.

El par (., 5;) asociado a cada uno de los nodos x;,7 = 2, ..., m son calculados de
acuerdo a los signos (¢;, d;) de las literales en la cldusula ¢; de acuerdo a la siguiente

ecuacion de recurrencia:

a1+ Bic1, i

’(Bi—l i1+ Bic1)  si(6,6) = (=, —)

(0, B;) = (qvim1 + Biz1, Bica ) ST (€i,0;) = (—,+) (A1)
(i1 s+ Bic1)  si(€,0;) = (4, —)
[ ) s (66 = (+4)

De la ecuacién de recurrencia anterior dado que F' = f,,, entonces #SAT(F) =

Mm = Oém—i_ﬁm

Ejemplo 1. Sea F' = {(x1,22), (73, 73), (T3, T1), (24, T5), (T5, 26)} una funcién
Booleana cuyo grafo es representado por el camino de la figura 4.3. La serie (v, 5;),1 €
[|6]], es calculada como: (aq, 1) = (1,1) — (ag, 52) = (2,1) donde (e1,01) = (1,1),
porque se aplica la regla 4. En general, aplicando la correspondiente regla de re-
currencia (1) de acuerdo a los signos correspondientes a (€;,0;),i = 2,...,5, te-
nemos (2,1) — (1,3) — (3,4) — (3,7) — (as,86) = (10,7) y por lo tanto
HSAT(F) = pg = ag+ B = 10 + 7 = 17.

(1.1) (21) (L3 ) (37 (10,7

Figura 4.3: Conteo de modelos sobre un camino.
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4.4. Procesando aristas paralelas

Considerando el caso de una 2-FC donde hay dos 2-clausulas que contienen las
mismas variables, pero distintos signos entre sus variables, se tiene que el grafo de
restricciones tendra un par de aristas entre los mismos nodos que representan la
clausula, esto significa que tenemos multigrafos, esto es, aristas paralelas entre no-
dos. En estos caso, la ecuacién de recurrencia en (4.2) debera considerar seis distintos
casos.

Tomando en cuenta las dos clausulas: ¢, = (x5, 2%) y ¢; = (2, a:fj ) las cuales
involucran las variables: z; 1 y x;. Entonces el célculo de los valores para (o, ;)
asociados al nodo z;, de acuerdo a los signos (e, 0x) ¥ (€5, 0;) se calcula de la siguiente

forma:

'(az’—l , Qi1 ) si(ew, 0k) = (+, H)y(€;, 0;) = (+,—)
(i1 + Biz1,0 ) si (e, 0) = (4, +)y(e;,0;) = (=, +)
(05, ) = 4 (Bi—1 QG ) S? (ew, k) = (+, +)y(€;, 6;) = (=, —) (4.2)
(ati-1 , Bia ) st (e, 0k) = (+, —)y(€;, 05) = (= +)
(0 , i+ Bica) st (e, 0r) = (+, —)yle;,05) = (=, —)
| (B s Bia ) st (e, k) = (= +)y(€;,05) = (=, )

Los pares de signos que no se encuentran definidos en (4.2) fueron omitidos de-
bido a que no cambian el nimero de modelos de la funcion, tal y como es el caso
(€k,0) = (+,+) y (€j,9;) = (+,+) donde se puede quitar una de estas cldusulas sin

alterar el nimero de modelos de la funcion.
También se omiten los casos en que los signos son equivalentes bajo simetria a al-
guno de los casos ya definidos, por ejemplo, para: (e, 0x) = (+,—) v (¢;,6;) = (+,+)

que es equivalente a la regla definida como: (eg, dx) = (+,+) v (€;,60;) = (+, —).

Cuando en una funciéon en C'F' existen tres 2-clausulas que contienen las mismas
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variables, entonces el grafo de restricciones tiene tres aristas paralelas. Suponiendo
por ejemplo que se tienen las siguientes tres clausulas: (x;_1,x;), (x;_1,%;), (Ti_1, T7)
(Figura 4.4), entonces (o, ;) = (0,4-1) ya que (T;—1,2;) es la unica cldusula que
no se encuentra considerada, por lo tanto, la inica asignacion en la que la variable

x;_1 genera un modelo es preservado y es usado para la asignacion falsa de x;.

+

+
+ _

(stosiBet) (0,00-1)

Figura 4.4: Grafo con aristas paralelas.

Procesando clausulas unitarias: Una clausula unitaria representa un bucle o
un lazo en el grafo de restricciones de una féormula en 2 — C'F'. Si una férmula F' en
su forma 2 — C'F tiene una cldusula unitaria i.e. U C F'y U = {(l1), (l2), ..., (Ix) }.
Entonces cuando la recurrencia (4.1) se comienza a aplicar sobre el nodo x; de Gp,
se debe revisar si x; € v(U) o no. Si z; ¢ v(U) solo se aplica la recurrencia (4.1),

pero si x; € (U) entonces:

(s, B;) = A o (4.3)
(@, 0) ) ey

4.5. Procesando arboles.

Para el conteo de modelos de una formula representada por un grafo aciclico,
es necesario recorrer el arbol en post-orden. Sea F' una férmula en 2-CF donde su
grafo de restricciones asociado G cumple con las propiedades que caracterizan a un
arbol, entonces el algoritmo siguiente es aplicado para calcular #SAT(F') mientras

se recorre G en post-orden.
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Algoritmo Conteo_de_Modelos_para_Arboles (Gr)

Entrada: Un grafo tipo Arbol Gp.

Salida: El nimero de modelos de F.

Procedimiento:

Recorrer G en post_orden, y para todo nodo v € G aplicar:

1. (o, By) = (1,1) si v es un nodo hoja en Gp.

2. Si v es un nodo padre con una lista de nodos hijos asociados

i.e., Uy, Us, ..., u son los nodos hijos de v, como todos los nodos

hijos ya han sido visitados antes de visitar a su nodo padre, entonces cada par

(@, Bu;)s J = 1,..., k se determina en base a la recurrencia lineal en (1). Y se define:

k k
Oy = HOCUJ' y 5’0 = Hﬁvj-
j=1 j=1

3. Si v es el nodo raiz de G entonces regresar (o, + 3,).

Este procedimiento determina el nimero de modelos para F' con un orden de
complejidad de O(n + m), el cual es la complejidad computacional necesaria para

recorrer G en post-orden.

1,10 (1, 1)

Figura 4.5: Conteo de modelos sobre un arbol.

Ejemplo 2. Sea F' = { (w1, 2), (v2, ¥3), (T2, 74), (T2, T5), (T4, Ts), (6, T7), (T, 7) }
una funcién mondétona en forma 2 — C'F, el calculo del niimero de modelos se realiza
a través de una busqueda en post-orden, para este ejemplo en especifico se toma

como el nodo raiz del arbol a z;. El nimero de modelos en cada nivel del arbol es
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mostrado en la figura 4.5.

El procedimiento de conteo de modelos para arboles finaliza con los siguientes
resultados, para a,, = 41, B, = 36 y el nimero total de modelos es: #SAT(F) =
41436 = 77.

4.6. Conteo de modelos sobre grafos con ciclos

Sea G un ciclo simple con m nodos, esto es que todos las varibles en v(F') se
encuentran dos veces en F', m = n = |V| = | E|. Ordenando las cldusulas en I’ de tal
manera que |v(¢;) Nv(ciy1)] =1y ¢, = ¢, siempre que i = j mod m, por lo tanto,
Ty = T, entonces F = {¢; = {z5 |, 2%}}™ | donde €, d; € (1,0).

1—1) e

Descomponiendo F' como: F' = F'U¢,, con F' = {c,...,¢n-1}, por lo tanto F’

es un camino y ¢, = (", 29™) es la arista que conforma junto con G el ciclo
simple que consta de: xq, s, ..., X1, T1. Al grafo Gg se le llamara camino interno

del ciclo y a la arista ¢, se le llamara la arista de retroceso.

El primer paso para calcular #SAT(F') es obtener el nimero de modelos de F’
aplicando las reglas de recurrencia definidas en 4.1. Una vez que se han determi-
nado el nimero de modelos para las variables en F’, también se conoce los valores
légicos de las variables en SAT(F"), incluyendo el de las variables z,, 1 y x1, cual-
quier modelo s de F' satisface a c,, si y solo si (x " & sy zl=9 ¢ s), esto es
SAT(F'Uey,) C SAT(F'), y SAT(F' Ucy,) = SAT(F') — {s € SAT(F’) : s falsi-
fica ¢, }. Sea Y = F' U {(z} ) A (179)} entonces #SAT(Y) es calculado como

un camino con dos clausulas unitarias sobre los extremos del camino, y entonces se

cumple que:

HSAT(F) = #SAT(F' Acy) = #SAT(F') — #SAT(F' A (zm) A (z)70m)) (4.4)
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Para contar el nimero de modelos en un grafo de restricciones con ciclos, se uti-
lizan hilos. Un hilo computacional es una secuencia de pares («;, 3;), i = 1,...,m
usada para calcular el nimero de modelos sobre un camino de m nodos. Un ciclo
simple C requiere dos hilos computacionales. El hilo principal caracterizado por Lp
el cual procesa el camino interno en el ciclo y el segundo hilo denotado por L¢ el cual
calcula #SAT(Y'). Cuando el dltimo nodo v, sobre el ciclo es alcanzado, el ultimo
par (@, Bn) es calculado restando el par asociado a #SAT(Y') al ultimo par sobre

el hilo Lp, (véase la Figura 4.6).

Ejemplo 3. Sea F = {(z1,22), (w2, x3), (v3,24), (4, x5), (T5,76), (x6,21)} una
funcién mondétona en forma 2 — C'F| el cual representa un ciclo: Gp = (V, E). Sea
G' = (V,E') donde E = E" U {cg}, es decir el nuevo grafo G' es F' menos la arista
¢ Aplicando la ecuacion 4.4, tenemos que #SAT(F') = #SAT(F') — #SAT(F' A
Tg N T1) = 21 — 3 = 18. Este ejemplo es ilustrado en la figura 4.6.

(051 51) — (Cvz ﬁz) —> (053 {533) — (&4 54) s (&5, Bs) — (s, Os)
(L1 — (3, 1) — (3.2) — (5,3} — (8.5) — (13, 8)
Lc :{(0,1) — (1,00 — (1,1) — (2,1) — (3,2) — (5,3)
= (13,85 — (0, 3) = (13, 5)

Figura 4.6: Célculo de #SAT(F) cuando G es un ciclo

4.7. Procedimiento en tiempo polinomial para pro-

cesar grafos sin ciclos intersectados.

En la secciones anteriores se presentaron algoritmos de complejidad lineal en

tiempo para calcular #2SAT(F') cuando el grafo de restricciones G de la férmula
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de entrada F' no tiene ciclos, o bien, en caso de un ciclo simple.

Como procedimiento complementario se presenta a continuacién un algoritmo
en tiempo polinomial, basado en los procedimientos previos sobre procesamiento de

caminos, drboles y ciclos independientes, para determinar #2SAT(F).

Figura 4.7: Grafo sin ciclos intersectados (Grafo Cactus)

Sea F' una férmula en 2 — CF y Ap = dfs(Gr) el grafo de busqueda primero a
lo profundo, formado por un arbol de expansion T y un conjunto C' con los k ciclos
fundamentales de Ar . Es importante resaltar que Ap es obtenido con un orden de
complejidad de O(n + m) sobre el tamano de F', mientras que para determinar si
existen ciclos intersectados en G, esto se puede realizar durante la df s a través de
un contador asociado a cada arista. El contador es incrementado en uno para cada
arista que conforma un nuevo ciclo fundamental que es encontrado durante la dfs.
Al final de la df s, si todos los contadores son menores o iguales a uno, entonces G

no tiene ciclos intersectados.

Dado el grafo G este es transformado a un Grafo Aciclico Dirigido (DAG), ex-
presado por Dp, este grafo es construido asignando una orientacion a cada arista
{u,v} en G dirigidas de la siguiente manera: u — v si v es un nodo antecesor de u

en TG'.

Para un nodo v en Dp, sea 0;,(v) = [{w : w = v}| ¥ dout(v) = [{w : v = w}| sus
grados de entrada y salida. Aplicando un proceso de ordenamiento topolégico sobre

los nodos de D, se obtiene un niimero que indica el orden o asociado con cada nodo



Capitulo 4. Desarrollo 27

en Dp, y que cumple que o(u) < o(v) para todo u — v.

En el grafo dirigido D¢g se tienen dos tipos de estructuras basicas: Ramas y
Anillos. Una rama By en G es una secuencia dirigida de nodos los cuales inician
en un nodo vy donde &;,(vs) = 0y doue(vs) = 1. Las ramas internas de la secuen-
cia son alcanzables desde v, a través de un camino formado por nodos v; donde
Oin(v;) = 1 = doue(v;). La rama termina en el primer nodo vy tal que §;,(vp) > 1 0

dout(v0) > 1, a este 1ltimo nodo se le llama el nodo-final de la rama.

Un anillo Ry en Dp es un subgrafo formado por las aristas y los nodos que son
parte de un ciclo fundamental en T. Por lo tanto, por cada ciclo C; € C, existe un
anillo R;, i = 1, ..., k. El nodo de inicio de R, es el nodo vs que es parte de una arista
de retroceso ¢; = {vs, o} ¥ dout(vs) = 2, mientras que el segundo nodo vy de la arista

de retroceso es llamado el nodo-final del anillo.

El orden topologico entre los nodos es extendido a ramas y anillos de D¢, de
acuerdo con el numero del orden topolégico asociado con el nodo-final de cada subes-
tructura. Este orden es una guia para el procesamiento de subestructuras de Dg. A
continuacion se muestra el algoritmo que describe el proceso de conteo de modelos
sobre el grafo dirigido de una férmula F' en 2 — C'F, lo cual generaliza el conteo de

modelos sobre cualquier topologia de grafos que no contengan ciclos no intersectados.

Conteo de modelos (F)
Entrada: Dpg: un grafo de restricciones dirigido.
Salida: El par (o, 3,) asociado con el nodo raiz y, donde #SAT(F) = o, + B,.

#SAT(F) es calculado recorriendo cada subestructura en Dp de acuerdo al or-
den topoldgico de cada subestructura. Un hilo principal: Lp es asociado con el arbol
de expansién de Dp. Lp permanecera activo hasta que Conteo_de_Modelos termina.
Cuando un nodo v es visitado, el par(a,, 3,) es calculado de acuerdo a la subestruc-

tura a la que pertenence el nodo, como se muestra a continuacién:
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Procedimiento:
1. Cuando una rama B, es evaluada, el procedimiento para caminos es aplicado. La
evaluacién de la rama empieza en su nodo inicial vy, asociando el par («y, Bs) = (1, 1)
cuando vs ain no tiene un valor almacenado. Despues de evaluar la rama, se elimi-
nan el nodo inicial y los nodos internos de D¢, asi como sus aristas adyacentes. El
nodo-final vy es el Unico nodo de la rama que se conserva y que contendra el par

(v, Bo) que representa el valor final obtenido después de procesar la rama entera.

2. Cuando un anillo R; es evaluado, se aplica el procedimiento bésico para proce-

sar ciclos simples. El procesamiento de R, comienza con el nodo-inicio vs y se crean

/

N :
', BL). Sivg ya contiene

dos hilos computacionales con los pares iniciales (o, 8s) v («
un valor almacenado en (ay, 35) (vs ha sido visitado antes) entonces (o, 5) = (0, Bs)
si la arista de retroceso tiene signo negativo en v, de lo contrario (o, 8.) = (as,0).
Si vs no ha sido visitado previamente entonces (o, 55) = (1,1) y (af, 8%) = (0,1) si

la arista de retroceso tiene signo negativo en v, de lo contrario (o, 8.) = (1,0).

Después de evaluar el anillo R, tanto sus nodos como sus aristas incidentes son
eliminadas de D¢, manteniendo solo el nodo-final vy de R,. El par asociado a vg es
(v, Bo — By) si la arista de retroceso tiene signo negativo en vy, de lo contrario el par

asociado a vy es (g — o, fo)-

Cada vez que se considera un nodo v € V(Dp) si este ha sido visitado antes
entonces un par (o, , By, ) ha sido previamente asociado con v. Cuando v es visitado
nuevamente, un nuevo par (a,,, 3,,) es calculado. El par final («, 5,) asociado con
v es calculado como: @, = ay, * ay, ¥ By = Bu, * Pu,, donde ambas lineas de calculo

deben tener en comun un mismo nodo incidente.

3. Los dos pasos previos son aplicados repetidas veces hasta que los nodos inter-
nos de anillos y ramificaciones son removidos de Dg. Es de notar que nuevas ramas
podrian aparecer. El niimero de orden topoldgico asignado al nodo-final de las ramas

determina el orden para el procesamiento de nuevas ramas emergentes.
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4.Cuando el nodo raiz y de D es visitado, entonces se regresa el par (ay, ().

<

Figura 4.8: Grafo dirigido del grafo en Fig. 3.7

< X10

Ejemplo 3. Sea F' = {(z1, x2), (2, x3), (T3, x4), (x4, T1), (22, x5), (x5, T6), (T4, T2),
(x6, 27), (x7,28), (238, T6), (T7, 9), (T9, T10), (T10, 27) }, €l grafo asociado a esta férmula
se ilustra en la figura 4.7, de acuerdo con el algoritmo previamente definido para
calcular el niimero de modelos de la formula, el primer paso consiste en construir el
grafo de restricciones dirigido mostrado en la figura 4.8, una vez creado el grafo de
restricciones dirigido Dy se realiza el calculo del nimero de modelos de la féormula
de acuerdo a las estructuras existentes en Dp, lo que realiza el algoritmo conteo de
modelos, y tal y como se muestra en la figura 4.9. Finalmente, el total de modelos
de la férmula se encuentra en el par asociado a la raiz: (aq, 51) = (65,34) como se
muestra en la figura 4.9. Entonces, #2SAT(F') = 65 + 34 = 99 modelos.

(65,51) (3,2)*(17,7)=(51,14)
L (2,1)%(3,1)=(6,1)
J(%%g_ (1,1)*(17,7)=(17,7 .8 (LO*ED-60

3
(7.3)
(0,3)
Xy X, |« Xs e Xs J€
(17,10) (10,7) \_/
_(G3) (3.0)

Figura 4.9: Conteo del niimero de modelos sobre el grafo
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Una Aplicacién de los grafos

cactus

5.1. Grafos cactus.

Los elementos conocidos como grafos cactus hicieron su aparicién en la literatura
a inicios de los 50’s con el nombre de arboles Husimi. Su estudio fue iniciado por
los articulos de Husimi [20] y Riddel [24] que trataban con el tema de agrupamiento
de integrales en la teoria de condensacién en mecanica estatica[31]. Ademds de la
mecanica estatica donde los arboles Husimi y su generalizacién es usada como mode-
los simplificados de rejas [23],[26], para este concepto se han encontrado aplicaciones

en la teoria de redes eléctricas y de comunicacion [37] y en quimica [19],[38].

Las propiedades matematicas de los arboles Husimi fueron aclarados poco después
de su apariciéon en una serie de articulos escritos por Harary, Uhlenbeck y Norman
[18],[16]y resumidos veinte afios después en la referencia “on graph enumeration” por
Harary y Palmer[17]. Después los drboles Husimi fueron conocidos en la literatura
matematica como grafos cactus. Desde hace mas de diez anos se ha tenido un gran
interés en los grafos cactus dado que se demostré que algunos problemas de asig-
nacién de complejidad NP-hard pueden ser resueltos en tiempo polinomial para los
grafos cactus [2],[36]. También recientemente se han estudiado ciertas variantes de

una clase estrechamente relacionada llamada grafo cactus-bloquel[4],[39].

30



Capitulo 5. Una Aplicacion de los grafos cactus 31

Un grafo cactus en el cual todos sus bloques son ciclos de tamano m es llamado
cactus grafo m-uniforme. Un cactus hexagonal es un cactus 6-uniforme como se
muestra en la Fig. 5.1. Un vértice v es llamado un vértice de corte si al quitar v y

todas sus aristas incidentes, el resultado es un grafo no conexo.

Figura 5.1: Grafo cactus.

5.2. Conteo de modelos sobre cadenas de polife-

nileno.

Un fenileno es cualquier radical aromatico divalente obtenido de una molécu-
la de benceno del cual son removidos dos atomos de hidrogeno. Cualquier niimero
de polimeros en los cuales el bloque de construccién bésico es un fenileno es lla-
mado polifenileno. Los polifenilenos componen una importante clase de compuestos
que pueden ser utilizados como precursores de algunos materiales cientificamente
y comercialmente interesantes, tal como lo es el 6xido de polifenileno y sulfuro de
polifenileno. Los polifenilenos no ramificados suelen ser utilizados en el contexto de
conductores organicos de baja dimension, mientras que su contraparte dendrimero

mantiene un importante papel en la sintesis de grandes moléculas de grafeno.

Los polifenilenos comparten algunas similitudes estructurales con los compuestos
bencenoides. A consecuencia de esta similitud ambas clases de compuestos pueden

ser seguidos (y en algunos casos precedidos) por el estudio de los grafos bencenoides.
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Figura 5.2: Cactus hexagonal.

Los grafos que representan compuestos polifenilenos contintian siendo en gran medi-
da inexplorados, partiendo de esto nace la importancia de investigar y desarrollar los

aspectos estructurales y enumerativos de algunos conceptos quimicamente relevantes.

Un concepto importante a ser analizado en estos compuestos quimicos, es el
nimero de conjuntos independientes para los tres tipos de cadenas uniformes de po-
lifenilenos. Un conjunto S C V(G) de vértices de G es un conjunto independiente
en G si para cualquier par de vértices (u,v) € S, (u,v) no son adyacentes. En [29]
se describen algunas caracteristicas matematicas de las cadenas de polifenilenos y
algunos posibles desarrollos adicionales. Encontrar el nimero de conjuntos indepen-
dientes de un grafo puede ser visto como un caso particular de conteo de modelos
(#2 — SAT), en el que todas las aristas del grafo tienen asociados signos positivos

(“4") en los extremos delas aristas.

Un polifenileno es un grafo obtenido de un cactus hexagonal a través de la expan-
sién de cada un de sus vértices de corte en una arista. El polifenileno correspondiente

a la figura 5.2 es mostrado en la figura 5.3.

Un polifenileno en el cual ningin hexiagono tiene mas de dos vértices de corte
es llamado cadena de polifenileno. Como es facil de observar, una cadena de polife-
nileno contiene exactamente dos hexdgonos con sélo un vértice de corte. Estos dos
hexagonos son llamados vértices terminales y los restantes son llamados hexagonos

intermedios. El nimero de hexagonos en una cadena de polifenilenos se le conoce
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Figura 5.3: Polifenileno.

como su longitud. Una cadena de polifenileno de longitud seis se muestra en la figura
5.4.

Figura 5.4: Cadena de polifenileno de longitud 6.

Un hexdgono interno es llamado ortho-hexagono, meta-hexagono o para-
hexagono si sus vértices de corte estan a una distancia de 1, 2 o 3 aristas respec-
tivamente. Esta terminologia es muy importante en quimica debido a que es usada
para describir la posicion relativa de dos atomos en una molécula de benceno. Si
todos los hexagonos en una cadena de polifenileno son ortho-hexagonos entonces la
cadena es llamada ortho-cadena, la meta-cadena y la para-cadena son definidas de

manera analoga.

El conteo de conjuntos independientes es una caracteristica relevante sobre las
cadenas ortho - cadenas, meta - cadenas y para - cadenas. El cédlculo del nimero de

modelos sobre los grafos que representan estas cadenas puede ser calculado en tiem-
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po polinomial utilizando el algoritmo de conteo de modelos presentado en esta tesis.
Esto es posible debido a que las topologias que son representadas en estos grafos
se conforman por series de ciclos simples, lo que hace que su conteo de modelos (y
por tanto, del nimero de conjuntos independientes) sea calculable en tiempo poli-

nomial a través del algoritmo Conteo de modelos presentado en la seccién anterior.

Ejemplo 3. Por ejemplo si tenemos la cadena de polifenileno de longitud 3 mos-
trada en la figura 5.5, y si se desea calcular el nimero de conjuntos independientes
de esta cadena seria equivalente a calcular el niimero de modelos del grafo, el pri-
mer paso consiste en construir el grafo dirigido comenzando desde el vertice X7 y
posteriormente se calcula el total de modelos del grafo utilizando el algoritmo para
procesar grafos sin ciclos intersectados como se muestra en la figura 5.6, obteniendo
asf en el vértice X; el par (a1, 51) = (3617,1315), y el total de modelos del grafo que
es equivalente al nimero de conjuntos independientes de la cadena de polifenileno es
4932.

Figura 5.5: Cadena de polifenileno de longitud 3.
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(2, 1)*(299,209)=(598, 209
(1, 0)%(299,209)=(299,0)

(3617, 2212) (2212, 1405)

(1405, 807) (807,598) (599, 209
(1495,897 ) (897,598) (598, 299) (299, 299) ( )
(3617, 1315)=4932

§, 5)%(18,13)=(144,65)
(3, 2)%(18,13)=(54,26)

(209, 144)

( 80, 54)
(209, 90)

Figura 5.6: Cadena de polifenileno de longitud 3.



Capitulo 6

Conteo de modelos sobre grafos

con ciclos anidados.

Sea G'r un grafo compuesto de n ciclos anidados es decir para todo ciclo C; € Gg
coni € {l,.,ntyVi={vedC :veGp}hsiVinViy, #0 =V, CV,y
diremos que el ciclo C;;, esta anidado en el ciclo C;. Presentamos en este capitulo
un método para contar el nimero de modelos #SAT(Gr) cuando G es un grafo

con la topologia que presenta un conjunto de ciclos anidados.

Si el grafo G tiene ciclos anidados, entonces consideraremos que hay tres tipos
de vértices en Gp. El primer tipo de vértice es el que representa el inicio de uno o
maés ciclos anidados, este tipo de vértices es de grado §(v;) > 2. Si en el grafo hay un
solo vértice con grado dos significa que es el vértice de inicio de un ciclo. Otro tipo
de vértice en G es aquel que constituye el fin de uno o mas ciclos, de forma similar
al vértice de inicio de ciclo, estos vértices son de grado d(vs) > 2. Puede haber en
Gr un solo vértice de fin de ciclo con grado dos. El resto de vértices pertenecen a
una tercera clasificacion v, que se llamaran vértice camino, el grado de estos vértices

es d(v.) = 2, y en G puede haber cualquier cantidad de ellos.

Determinar el nimero de modelos sobre G puede iniciarse con un recorrido en
profundidad del grafo tomando el vértice de menor indice como inicial. Se debe ir

encontrando el nodo inicial y final de cada ciclo en G, ademas de la arista de retro-

36
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ceso e., € E para cada ciclo C; € Gp. Si se eliminan todas las aristas de retroceso
de G el grafo obtenido G’ es un camino simple, esto es debido a que G consiste
unicamente de ciclos anidados. El algoritmo para calcular el nimero de modelos so-

bre Gr se describe a continuacion:

El niimero de modelos se calcula mientras se realiza un recorrido sobre el grafo
G siguiendo el camino de aristas que conforma G, es decir recorriendo solo aque-

llas aristas que no son de retroceso.

En el siguiente algoritmo nuevamente se hace uso de hilos computacionales. El
nimero de estos hilos se incrementa o disminuye de acuerdo a la cantidad de ciclos

anidados, como se describe a continuacion.

Conteo de modelos sobre ciclos anidados
Entrada: Gp: un grafo con ciclos anidados.
Salida: (ay, ) asociado al nodo final y de G, y tal que #SAT(F) = ay, + B,.
#SAT(F) es calculado mientras se recorre el camino simple formado al ignorar
las aristas de retroceso que hay en Gp. Como en los procedimientos anteriores, al
vértice inicial de G se le asocia el par (ai, 1) = (1,1). En este caso, este par de
numeros (a1, f1) es asignado al hilo principal representado por L;. Debido a la natu-
raleza de ciclos anidados, seré necesario incrementar y disminuir la cantidad de hilos

mientras se recorre el grafo.

Para cada hilo L; activo en el vértice que se visita, se ird aplicando las reglas
de recurrencia definidas en 4.1, y esto se aplica antes de incrementar o disminuir el
numero de hilos activos. Al terminar el recorrido a lo profundo sobre G, el hilo L,

tendrd el dltimo par (o, 8,) que ha sido calculado y que representara el valor para
#SAT(F) = ayy + By

Procedimiento:

1. El proceso de conteo se realiza en forma lineal sobre el camino interno de los

ciclos, viajando desde el nodo del ciclo més externo hacia los nodos del ciclo més
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iterno.

2. Si un vértice v € G es el inicio de uno o mas ciclos, en este caso se incremen-
tara el nimero de hilos activos. Si al visitar el nodo v se tienen n hilos de computacion
activos, entonces se duplica el nimero actual de hilos, formandose asi 2 - n hilos ac-
tivos. Ademas, si v marca el inicio de m nuevos ciclos que inician en v, entonces el

total de ciclos activos serda n - 2™.

3. Los pares iniciales asociados a cada nuevo hilo de computacién dependera del
signo que tienen la arista de retroceso en el nodo v. Si la arista de retroceso que in-
cide en v tiene signo positivo entonces para cada hilo activo L; se crea un nuevo hilo
Ln +1) y su par asociado es (0, 3) siendo 3 el valor que aparece en el par asociado
(ar, B) € L;. En caso contrario, si la arista de retroceso que incide en v tiene signo
negativo para cada hilo activo L; se crea un nuevo hilo Ln + ) con el par asociado

(e, 0), siendo « el valor que aparece en el par asociado («, 8) € L;.

4. Si el vértice v marca el fin de un ciclo, en este caso se reduce el nimero de
hilos activos a la mitad. Por cada ciclo que se cierra se divide a la mitad el niimero
de hilos activos. Asi, si hay n hilos activos y el vértice v marca el fin de m ciclos,

o

entonces quedaran después de visitar v, 5 hilos de computacion activos.

5. Antes de eliminar hilos de computacién, se realiza una resta entre los valores
de los hilos de acuerdo al signo de la arista de retroceso que incide en v. Si el signo
de la arista de retroceso que incide en v tiene signo positivo, entonces para cada hilo
L; con 1 <=1i <=n/2, donde n es el nimero de hilos activos, se le asigna un nuevo
par de nimeros a L; = (a;, ; — fnj24i) , donde (o, 3;) es el par asociado a L; y
Bnj2+i € Lynja+i- En caso de que la arista de retroceso que incide en v tenga signo

negativo entonces L; = (a; — o244, Bi), con 1 <=1i <=n/2.

Ejemplo 5 Sea F - {{xla .’,L'Q}, {xh .ZU3}7 {va 1'3}, {I37 .ZC4}, {ZE37 178}, {373’ fS}a
{J'T37 .737}, {$47 I5}, {I5, 137}, {.1'5, I6}7 {'r67 LU7}, {1'7, xS}? {x_lv fS}} una férmula en 2 —

CF, la cual representa un grafo Gr compuesto de 5 ciclos anidados. Para calcular el
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L1, 1) Li(3,2) U (43

é 8 8 L2 (1, 1) L2(z,1) L2 E3 2; L1 (7.4 (11,7 L1 (18, 11)
3 @ 1) 13 (1,0 L3(1,1) 13 (10) tg (? fJ 12 18,5 L2 (13,8)

4 (0.0 L4 (0,0) L4(0,0) 4 (10) & El’ 1% 13 (21 fi S g

L5 (3,3 ] L4 @21

20 X 6 @2 2 2 i bl

L3 (0. 1) A Eg’ 8; L7 @0 L7 Eg 3; L7 (0,0)

14 1) ' L& (0,0) (& (0,0) 5 (0,0

LS (3,0 L9 (0,4) L9 (4.0 L9 (4,4)

L& (2,0) L10 (0, 3) 110 (3,0) L10 (3,3)

L7 (8, 8) L11 (0, 1) L1l (1,0) L1, 1)

Ls ©,0) L1z @ 1) 112 (1,0 Liz2 (1, 1)

L13 (0, 3) 13 (3,0) 113 (3, 3)

L14 (0, 2) L14 (2,0) L14 (2, 2)

L15 0, 0) L15 [0, 0) L15 (0, 0)

Lie ©,0) L16 (0, ) L16 (0,0)

L1 (18 7)

L2 (13,5)

L3 (3,1)

bty

LS (15, 6)

L6 (10, 4)

L7 (0,0)

L8 (0,0)

L1 (18 1)

L2 (13 1)

3@

4 (31

Figura 6.1: Calculo de #SAT sobre ciclos anidados

numero de modelos sobre Gy se recorre el camino que se forma al ignorar las aristas
de retroceso, como se ilustra en la figura 6.1. Se comienza el recorrido de G en z
y se concluye en xg, en este ultimo vértice después de realizar los calculos necesarios

la suma del par (as, 83) = (15, 18) en L; representa el total de modelos para G, es
decir #SAT(F) =15+ 18 = 33.

6.1. Procesamiento de ciclos anidados utilizando

macros.

Calcular el total de modelos sobre un grafo con ciclos anidados utilizando el méto-
do anteriormente descrito, implica un nimero exponencial con respecto al nimero de
hilos de computacion que se requieren. Esto nos determina a su vez, una complejidad

exponencial con respecto al nimero de ciclos anidados que hay en el grafo.

L1 (19, 18)
L2 (14, 13)
L3 4,3
L4 43

L1 (15, 18)
L2 (10, 13)

L1 (15, 18)
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Aunque el algoritmo obtiene una solucién al problema, es conveniente redefinir el
método para reducir su complejidad en tiempo. A partir de estas topologias de ciclos
anidados, se desarroll6 un nuevo algoritmo que a través de la aplicacion de macros,
calcula #2SAT.

Un macro es una abreviatura del término ”macroinstruccién”, un macro es usa-
do para describir un conjunto de instrucciones que pueden ser ejecutadas en cuanto

se obtienen los valores que representan las variables que son usadas dentro del macro.

Dado un grafo Gr compuesto por ciclos intersectados, sean C; y C; dos ciclos
que pertenecen a G, definir si C; se encuentra anidado dentro de Cj en algunos
casos puede parecer sencillo y en otros no, por lo tanto es importante definir las

caracteristicas formales que definen si dos ciclos se encuentran anidados.

Con respecto a dos ciclos C; y C;, podemos decir que el ciclo C; se encuentra

anidado en C} si cumple las siguientes condiciones:

a) V(C;) C V(C;) : El conjunto de vértices de C; es un subconjunto de los vértices
de Cj.

b) |[E(C;) — E(C;)| = 1: Existe una sola arista de C; que no pertenece a Cj.

c) E(C;) @ E(C;) = E(Cy): Donde Cj, es un nuevo ciclo diferente a C; y C; y &

representa la operacion XOR entre las aristas de los ciclos C; y Cj.

Para el nuevo algoritmo, el grafo G compuesto por ciclos anidados se recorrera en
base a los ciclos que lo componen, y se iniciara a partir del ciclo mas interno (més

embebido) del grafo.

Consideremos que se tiene un conjunto D = {Cy, (s, ...,Cy} compuesto de los
ciclos anidados de G, y que los elementos de D se han ordenado de tal forma, que
para todo ¢ # j,j > i, entonces C; o esta embebido en C}, o ambos ciclos son inde-

pendientes. El célculo de #2SAT se realizara recorriendo los nodos que componen
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el ciclo més interno y hacia los nodos del ciclo mas externo.

Mientras se realiza el recorrido en profundidad sobre cada ciclo en G g, se usaran
dos o tres hilos computacionales para llevar la cuenta del nimero de modelos aso-
ciado a cada vértice que es visitado. Asi, cada hilo computacional contiene un par
de variables (y en algunas casos, un macro determinado por un par de ecuaciones
lineales) (v, 3), usadas para calcular el nimero de modelos sobre los vértices que

componen el camino interno de un ciclo.

Durante el algoritmo se mantendra siempre activo un hilo principal, denotado
por L,. Al visitar el nodo final del ciclo mas externo del grafo, en el hilo principal se
tendra el macro definitivo para obtener el valor de #2SAT(GFr). El procedimiento

para calcular #2S5 AT de G se realiza mediante el siguiente algoritmo.

Procedimiento
Entrada: Gy un grafo con ciclos anidados.
Salida: El par (o, 8f) asociado al nodo final vy, y tal que #SAT(F) = oy + By.

Mientras |D| > 0, se toma el ciclo de menor indice C; € D, el inicio del proce-
samiento de cada ciclo se realiza mediante un recorrido en profundidad, visitando
los vértices del camino simple interno que compone al ciclo, desde su nodo inicial
vo hasta su nodo final vy. Durante este recorrido, un nodo del camino puede tener
asociado, o un par de valores enteros o un macro, para cada caso, se realizan los

siguientes procedimientos:

1. Si v, es el vértice inicial de uno o mas ciclos: En este caso se crea un hilo Ly,
se asignan las variables («, ) al hilo computacional L;. Una caracteristica que
es necesario considerar son las aristas de retroceso que inciden en vy, para esta

situacion tenemos dos casos:

a) Sien v, incide una arista de retroceso: en este caso se crea un hilo secundario
L, con las variables (0, 5) en caso de que el signo de la arista de retroceso
sobre v, sea negativo y (a,0) en caso de que el signo sobre la arista de

retroceso que incide sobre v, sea positivo.
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b) Si en v, inciden dos o mas aristas de retroceso: En este caso si todas las
aristas de retroceso que inciden en v, tienen el mismo signo entonces se
crea un hilo secundario Ly con el par asociado (0, 3) en caso de que los
signos de las aristas de retroceso que inciden en v, sean negativas, en caso
contrario se asigna el par (a, 0). Si los signos de las aristas de retroceso que
inciden en v, son tanto signos positivos como negativos, entonces se crean
dos hilos computacionales secundarios Ly y L3 con los pares asociados:

(0,5) y (a,0), respectivamente.

2. Si v, es un vértice del camino interno de C;: En este caso se aplican las reglas
de recurrencia definidas en 4.1 sobre el par (o, _1,:-1), y esta operacién se
aplica para cada uno de los hilos activos, obteniendo asi un nuevo par (o, ;)

en cada uno de estos hilos.

3. Si v, tiene asociado un macro: En este caso primero se aplica la regla de recu-
rrencia 4.1 para cada hilo activo como se describié en el punto anterior. Para
cada hilo activo se procesan los pares de ecuaciones descritas en el par asociado
a v, obteniéndo asi un nuevo par de de ecuaciones lineales, que denotaremos
por (ay, B;). Este nuevo par de ecuaciones seran usadas posteriormente cuando

se visite el siguiente vértice del ciclo.

_|:> e — (ae’f’ﬁe’f) E ooy

LP(O{O,,BO) R %(O{f')ﬁf) s (&:H)lﬁn)

Figura 6.2: Transformacion de ciclo por un macro.

Si el nodo visitado involucra el nodo final de un ciclo C;, entonces de acuerdo al
signo de la arista de retroceso que incide en el nodo, se resta el par (0, 5,) € Lo
al par (o, B;) € L,. En el caso de que la arista de retroceso tenga signo
negativo, entonces se resta el par (oy,0) € Ly al par del hilo principal L,
obteniéndose asi un nuevo par de funciones (o, ;). Y dado que se recorrié por

completo el ciclo C}, este se elimina de D y el ciclo es sustituido en G por
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un nodo compuesto que tendrd asociado el par (a,, ;) que representa un
nuevo macro a ser utilizado al procesar el ciclo que contenia a C;. Finalmente
se regresa al paso inicial para seleccionar el nuevo ciclo mas interno que se

encuentra en D.

4. Si v, es un vértice de fin de ciclo: Al igual que en cualquier vértice que se
visita, se aplica la regla de recurrencia 4.1 para cada hilo activo, si inicamente
existen dos hilos activos en vy entonces se resta (0,5) € L; al par asociado
al hilo principal L, en caso de que el signo de la arista de retroceso que in-

cide en vy sea positivo, en caso contrario se resta («, 0) € L; al hilo principal L,,.

Sea S = {s1,...,5m} el conjunto de signos de las aristas de retroceso que in-
ciden sobre vy, ordenados desde la arista del ciclo mas interno hacia los ciclos

que los van conteniendo, donde m es el nimero de signos m = |S].

En caso de que existan solo dos hilos activos entonces 7 = 2, en la circunstancia
en que existan tres hilos activos si el signo s; es negativo entonces j = 3, si por

el contrario s; es positivo entonces j = 2.

Dado que v; es el nodo final del ciclo Cj, si en v; incide tinicamente una arista
de retroceso entonces se elimina el ciclo y es sustituido por un nodo compuesto
que tendrd asociado un par (o, 8) € L, representando un macro. En el caso de
que existan méas de una arista de retroceso sobre v; entonces (o, 3;) = (o, 0) si
el signo de la arista de retroceso sobre vy es positivo en caso contrario (o, 5;) =
(0, 5;) donde («a;,3;) € Lj, si sy # s;Vi > 1 entonces el hilo secundario L, es
descartado y el hilo secundario restante tendra el indice dos, de igual modo en
C; se elimina la arista de retroceso al igual que el signo s; € S, ahora vy se
denota como un vértice intermedio de (1, continuando asi el procedimiento
desde el vértice v,, sobre el camino interno de Cj 1 el cual es el ciclo més interno,

por lo tanto se incrementa el indice i y C; = Cj ;.

Ejemplo 6 Sea F= {(Il,flf_2>, (13_2, I'_3), (I_g, ZC'4>, ($4, LU5), (I‘5,.’E_6>, (x67 ,’,U7), <I7, .Z'g),

(x87 x9)7 (xlax_Q)a (l'_g, $8)7 (.1'_3, x8)7 (x47 3:7)7 (‘1'—47 xﬁ)} una funcién en forma 2_CF7 el
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(y— T o @) —

Lp(aﬂ,ﬁﬂj - %(wagf) (CE 5{6

Figura 6.3: Cambio de un ciclo por un macro.

grafo asociado G'r estd compuesto inicamente por ciclos anidados donde todos los
ciclos pueden ser ordenados en una tupla D = {C1,...,Ck} donde C; es un ciclo
anidado dentro de C;, 1 con ¢ = 1, ...,k — 1. Utilizando el algoritmo anteriormente
descrito al recorrer el grafo desde su ciclo mas interno después de procesar el vértice
zg en el hilo principal L, encontraremos el par de funciones (o, §) = (13¢, 10a+6/),
este par de funciones son sustituidos por los valores iniciales « = 1y f = 1, final-
mente tenemos que (a, 8) = (13,16) por lo tanto #SAT(F) = 13 + 16 = 29. Este

ejemplo se ilustra en la figuras 6.4 - 6.7.

Cy

Cy

Cy
Cy
= - +_ /—\ o = + ++

Nodos : Nodo x4 Nodo xx Nodo xg Nodo x;
Ly (0,8) — (a+f,0) = (a+f2+5) ' (a+20,0+5)
Ly: (0,8) — (B,0) = B g — (28 B
L3z (0,0) = (o) = (@ ,2a ) Ly=(a+26,a)

Ly=(a+8,2a+0)—(0,2a)=(a+5,5)

Figura 6.4: Procesando los ciclos mas internos C; y Cs.

Cs

(a+28,a)

+®+ +

Nodos: Nodoxs Macro Nodozs

Ly (a,8) = {a+8,6)~(a+38,a+f) = (2a+48,a + 35)

I @0)=fe 0~ o )o@ o )
(20 + 48, 35)

Figura 6.5: Procesando ciclo C'3 que es sustituido por un macro.
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(20 + 45,36)
Nodos : Nado 1 Maero
L,: (o,0) = (8,a+ 5) ~ (da 4+ 65,30 + 30)
Lo (o,0) = (0,c )~ (do . 3a )

(e 4 88, 35)

Figura 6.6: Procesando ciclo Cy que es sustituido por un macro.

Ch

(4o + 68,35)

Nodos : Nodo x Macro Nodo g
Ly: {a,8) = (a,a+ ) v (10a + 88,30 + 38) — (13a+ 95, 100 + 65)
Lo: (0,8 =0, p)~( 62, 38) = { 95, 88)
{13 ,10a +65)

Figura 6.7: Procesando ciclo final y méas externo Cs.

El algoritmo propuesto como se explico trabaja sobre aquellos ciclos que pueden
ser ordenados en una tupla D = {C1,...,Ck} donde C; es un ciclo anidado dentro
de Cj1q con i = 1,...,k — 1, sin embargo para los grafos con ciclos anidados que no
pueden ser agrupados de esta manera, en este circunstancia se aplica el algoritmo in-
dependientemente a cada conjunto de ciclos que cumplen las condiciones adecuadas,
este proceso genera un nuevo grafo donde varios ciclos son sustituidos por macros, el
nuevo grafo generado es analizado con el mismo principio que continuara reduciendo
el grafo hasta que el grafo completo pueda ser analizado mediante el algoritmo, a

continuacion se presenta un ejemplo que ilustra lo anteriormente mencionado.

Ejemplo 7 Sea F' = {(x1,x2), (v2, x3), (x3,24), (T4, T5), (x5, T6), (21, T6), (1, T4),
(2, 24), (24, 76)} cuyo grafo Gp asociado se ilustra en la figura 6.8 como se puede
observar el ciclo (5 no es un ciclo anidado de C5 ni viceversa, sin embargo ambos
ciclos se encuentran anidados dentro de Cy en este caso se procesa el conjunto de

ciclos Cy y Cy por separado del ciclo Cj, el resultado de este procedimiento es un
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Figura 6.8: Grafo con ciclos anidados.

nuevo grafo compuesto por dos macros unidos por una arista de retroceso que puede

ser procesado facilmente como se muestra en la figura 6.9.

'
e ¥

(8a + 26, a) (20, +, )

Nodaos : Macro 1 Macrae 2
Lp: (0,0) ~(Ba+26,a) ~ (Ta+48,3a + 25)
Lot (0,8~ ( 28,0) ~ ( 43, 28)
(Ta + 48, 3a )

Figura 6.9: Reduccién de grafo con ciclos anidados.

Al aplicar el algoritmo propuesto varias veces para reducir el grafo, generaliza
el proceso para calcular el nimero de modelos sobre todo tipo de grafo con ciclos
anidados manteniendo una complejidad lineal, esto es dado que el nimero de hilos
computacionales simultaneos utilizados en ningiin momento es mayor a tres, mante-
niendo asi una complejidad lineal de O(3m + n), donde m es el nimero de vértices

y n el nimero de aristas del grafo asociado a la férmula en 2 — F'C.



Capitulo 7
Conclusion

El conteo de modelos de 2-FC’s (problema #2SAT') es un tema relevante en el
area de la Inteligencia Artificial. Las propuestas de su solucién han sido abordadas
de distintas formas, usando por ejemplo; algoritmos de aproximacién, y algoritmos

exactos que tienen diversos ordenes de complejidad en tiempo.

En este trabajo de tesis, para realizar el conteo de modelos, se disenaron méto-
dos basados en el recorrido en profundidad del grafo de restricciones definido por
una 2 — F'C, y al mismo tiempo que se hace el recorrido se van aplicando reglas de
recurrencia que permiten llevar la cuenta de modelos, el resultado de este conteo se
asocia a cada nodo del grafo. Se demostré también que hay diversas instancias de

2-FC’s en las que #2S AT puede ser resuelto eficientemente.

En la primera parte del documento, se revisan las topologias méas simples sobre
el grafo de restricciones de la 2-FC que permiten el conteo eficiente de los modelos
de la formula. Entre estas topologias, se presenta el caso de caminos y ciclos simples,
y se extiende el caso de caminos simples para considerar &rboles (grafos aciclicos).
En este documento, se presentan algoritmos de complejidad lineal en tiempo para

procesar todos los casos anteriores.

Entre el tipo de grafos que pueden pre-procesarse en tiempo polinomial para el

calculo de #2SAT, se encuentran grafos con aristas multiples. Se termina la exposi-

47
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cién de algoritmos presentando el caso del conteo de modelos sobre grafos con ciclos
anidados, mostrando que también en este caso, hay un algoritmo de complejidad

polinomial en tiempo que calcula #2SAT.

Ademas de definir un conjunto de algoritmos eficientes para el procesamiento de
diversas topologias de los grafos, se muestran dos aplicaciones en las que el conteo
de modelos juega un papel indispensable, estas aplicaciones tienen importancia en el
analisis quimico de compuestos, lo que demuestra que se puede desarrollar una gran
variedad de aplicaciones dentro del area de inteligencia artificial, y que esta area se

encuentra en constante innovacion y desarrollo.

Al considerar un grafo general, que no cumpla ninguna de las topologias anterior-
mente mencionadas, se propone un procedimiento para procesar grafos compuestos
por ciclos no simples. Al inicio del capitulo 5, se presenta un algoritmo de compleji-
dad exponencial en tiempo con respecto al niumero de ciclos anidados para procesar

este tipo de grafos.

7.1. Trabajo a futuro

Dentro del trabajo a futuro que puede extender este trabajo de tesis, se encuentra
el de disenar algoritmos para contar modelos sobre grafos con ciclos intersectados,
asi como determinar en cuales casos de este tipo de topologias, existen algoritmo

eficientes para el conteo de modelos.

Otro aspecto de interés a considerar como trabajo a futuro, es el relacionado
con el uso de las técnicas de analisis utilizadas en este trabajo, para aplicaciones
especificas, o bien como parte de un sistema mas complejo que involucre el conteo

de modelos.

Es importante destacar que las aplicaciones que puede tener la teoria de conteo de

modelos se puede diversificar, dado que el problema es un problema #P-completo,
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y por tanto, hay una gran cantidad de problemas de conteo relacionados con el
problema #2SAT, como puede ser el conteo de conjuntos independientes, conteo de
cubiertas de vértices, conteo de coloreo de vértices en un grafo, etc. Aparte de que
cada uno de los anteriores problemas relacionados, tiene a su vez, una buena cantidad

de aplicaciones potenciales.
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