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Caṕıtulo 2

Introducción

2.1. Planteamiento del problema

Dentro del área de ciencias de la computación se han definido gran diversidad

de problemas, de los cuales se ha encontrado algoritmos para resolver gran parte de

éllos. Sin embargo, conocer un conjunto de pasos para llegar a la solución de un pro-

blema no siempre es suficiente, existen algunos problemas en el área de computación

en los cuales el número de operaciones que se requieren para llegar a la solución del

problema aumenta mucho más rápido de lo que se incrementan los datos de entrada

del problema.

El estudio de estas caracteŕısticas de un algoritmo son consideradas dentro del

área de teoŕıa de la complejidad computacional, la cual tiene sus oŕıgenes en los inicios

de la década de los 60’s, cuando los primeros usuarios de computadoras electrónicas

comenzaron a prestar peculiar interés al desempeño de sus programas.

Encontrar técnicas satisfactorias para resolver problemas computacionales ha elu-

dido a investigadores por años, entre los problemas más desafiantes computacional-

mente, destaca el problema de satisfactibilidad de restricciones, introducido por Step-

hen Arthur Cook [5], tras el cual se han desarrollado diversas ĺıneas de investigación

enfocadas en el campo de complejidad computacional.
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Caṕıtulo 2. Introducción 8

Dentro del área de los problemas de satisfactibilidad se encuentra el problema

de decisión, el cual consiste en determinar si una fórmula Booleana es satisfactible o

no, este problema es conocido como: SAT . Se sabe que una función es satisfactible

si existe al menos una asignación que la haga verdadera, estas asignaciones son co-

nocidas como modelos de las fórmulas.

A partir del problema de decisión SAT se deriva el problema de conteo asociado:

este problema consiste en determinar el número de modelos de una fórmula Boolea-

na, problema conocido comúnmente como #SAT .

Actualmente existen diversos problemas derivados de SAT y #SAT que no se en-

cuentran completamente resueltos. Por ejemplo, el determinar si existe un algoritmo

de complejidad polinomial en tiempo para resolverlos, o bien demostrar que su so-

lución requiere de un tiempo exponencial de cómputo en base al tamaño de sus

instancias de entrada.

Hay un gran interés de investigadores de diversas áreas para encontrar diferentes

maneras de resolver el problema #SAT , debido a que una solución eficiente tendŕıa

un impacto en diversas disciplinas y en distintas aplicaciones.

El objetivo de este trabajo de tesis es diseñar e implementar un método para

resolver el problema #SAT , basado en el análisis de fórmulas en su forma normal

conjuntiva. El análisis se realizará mediante la representación de estas fórmulas a

través de grafos que representan las mismas condiciones y propiedades de la fórmu-

la, y mediante el estudio de las diversas topoloǵıas generadas en estos grafos. Y a

través del proceso de recorrido de los elementos de los grafos, se propone la aplicación

de un conjunto de reglas y procesos que permiten el conteo efectivo de modelos.

El problema de conteo de modelos sobre fórmulas en forma conjuntiva de cláusulas

con a lo más 2 literales (2−CF ), es conocido como #2SAT , y este es un problema #P

clásico. En esta trabajo de tesis se presenta el análisis sobre diferentes topoloǵıas de

los grafos que representan (2−CF ) y que permiten el cálculo eficiente de #2SAT (F ).
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En este documento de tesis, se demuestra que si la construcción de un grafo de una

fórmula F en 2−CF es aćıclica, o que si esta contienen sólo ciclos simples los cuales

son independientes uno de otro, entonces #2SAT (F ) es calculado eficientemente, y

para el resto de posibles configuraciones se analizarán y desarrollarán métodos que

calculen de forma eficiente el número de modelos para cualquier función en 2−CF .

2.2. Objetivos Generales y Espećıficos

En este proyecto de tesis se planteron los siguientes objetivos:

Objetivo General

Diseñar y desarrollar un método para calcular el número de modelos sobre

fórmulas Booleanas y que esto pueda ser ejecutado en tiempo polinomial. Lo

que implicaŕıa que se tendŕıa un algoritmo eficiente y robusto.

Desarrollar un sistema de software que implemente el algoritmo propuesto,

permitiendo a través de su interfaz, observar los resultados del proceso y la

representación de la información de acuerdo a las caracteŕısticas definidas en

el método implementado.

Objetivos Espećıficos

Analizar la metodoloǵıa desarrollada para el análisis de la complejidad en tiem-

po de un algoritmo que resuelve #2 − SAT que es la base del trabajo que se

realiza en esta tesis.

Implementar a través de un sistema de software el análisis actualmente desa-

rrollado sobre conteo de modelos a través del estudio de los diversos patrones

estructurales de un grafo que es generado por una función F de la forma 2−CF .
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Fundamentos Teórico

3.1. Teoŕıa de la Complejidad Computacional

En el siglo pasado, se observó cómo se desarrolló una ciencia capaz de clasificar

problemas computacionales de una forma muy satisfactoria. En 1936 Alan Turing

[30] presentó sus modelos de máquinas abstractas, las cuales pueden ser vistas como

una computadora capaz de ejecutar algoritmos. Esta percepción de una computadora

se toma del hecho de que plantea los principios básicos de los cuales se desarrollaron

estos sistemas y también porque todos los modelos de cómputo han demostrado ser

equivalentes a las máquinas de Turing.

La primer máquina de Turing fue diseñada para trabajar de forma determinista y

no paralela, este modelo puede ser fácilmente reproducido por el cómputo moderno

debido a que comparten el mismo principio básico de ejecución. A finales del año

1950 se comenzó a considerar máquinas de Turing no deterministas [27]. Sin em-

bargo, debido a diversos factores que dificultan su implementación, este modelo no

tiene el enfoque en el que se basan los equipos de cómputo actuales, tomando como

referencia las máquinas de Turing (y algunas variantes de estas) como herramienta,

es posible clasificar los problemas computacionales de acuerdo al grado de dificultad

(requerimientos de tiempo y espacio) que la resolución computacional del problema

requiere.

10
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3.1.1. Conceptos Básicos de la Teoŕıa de la Complejidad

Por conveniencia, la teoŕıa de la complejidad está diseñada especialmente para

aplicarse a problemas de decisión. Un problema de decisión PD, se plantea como

una pregunta general la cual acepta como respuesta sólo una de dos posibilidades, la

respuesta SI o la respuesta NO. En forma abstracta, un problema de decisión, puede

describirse como:

PD : 〈D,S〉 , donde: D corresponde al Dominio de valores posibles y S ⊆ D son

las instancias que resuelven el problema. El planteamiento del PD es:

∀x ∈ D : PD(x) =

{
SI, si x ∈ S
NO, en otro caso

En estos términos, un PD puede usarse como medio para reconocer un lenguaje

S que es un subconjunto de palabras de un alfabeto D. En la práctica, el PD intenta

reconocer algún conjunto espećıfico de objetos matemáticos, tales como: fórmulas

lógicas verdaderas, gráficas que tienen una cierta propiedad, etc. Pero esto requiere

el codificar adecuadamente las estructuras subyacentes de los objetos para cualquier

instancia del problema, de tal forma que finalmente, se pueda construir un predicado

que aún sólo con respuestas SI o NO obtenga cualquier otra información que se desee.

Un algoritmo es un procedimiento general que trabaja paso a paso y en un número

finito de éstos, resuelve un problema. Un algoritmo resuelve un problema de deci-

sión PD si puede aplicarse a cualquier instancia I del PD y garantiza que siempre

produce una solución para esa instancia. Podemos pensar en un algoritmo como un

programa de computadora o como la descripción de la función de transición de una

máquina de Turing.

La función de complejidad de tiempo de un algoritmo, expresa los requerimientos

de tiempo que un determinado modelo de computación necesita al ejecutar el algo-

ritmo para resolver cada posible instancia del problema.
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Al especificar las cotas de clases, muchas veces se usa la notación de la función de

orden O. Si G(n) es una función, G : N → R, O(G(n)) es el conjunto de funciones

G′ que satisfacen G′(n) ≤ c ·G(n) para alguna constante real positiva c y para toda

n ≥ n0, donde n0 depende de G. Nótese que si n0 es cero, entonces se cumple para

todo n ∈ N .

Con el fin de clasificar el esfuerzo computacional que se requiere al resolver los

problemas de decisión, estos problemas se han clasificado en clases de complejidad.

Una misma clase de complejidad contiene a todos los problemas que requieren fun-

ciones similares de tiempo para ser resueltos. Denotando a un algoritmo determinista

como AD y a un algoritmo no-determinista como AnD, podemos definir las siguien-

tes clases de complejidad:

DLOG = {PD|∃AD que resuelve PD en tiempo logaŕıtmico}

P = {PD|∃AD que resuelve PD en tiempo polinomial}

NP = {PD|∃AnD que resuelve PD en tiempo polinomial}

EXP = {PD|∃AD que resuelve PD en tiempo exponencial}

Aśı, el Conjunto de problemas que pueden ser resueltos en tiempo polinomial

por una máquina de Turing determinista se define como la clase de complejidad P ,

mientras que el conjunto de problemas que pueden ser resueltos en tiempo polino-

mial pero por una máquina de Turing no determinista es denotado como la clase de

complejidad NP .

La complejidad NP es la clase de problemas que tienen un algoritmo determinista

de resolución que corre en tiempo exponencial, pero para los cuales también existe

un algoritmo no determinista que corre en tiempo polinomial.

Las clases de complejidad son ampliamente utilizadas para clasificar una gran di-

versidad de problemas, y a través de estas clasificaciones se han desarrollado diversas

áreas de investigación. Por ejemplo, una ĺınea crucial de investigación es encontrar
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problemas que inicialmente se clasifican en la clase NP , y que a travs de un ánalisis

profundo, se puede demostrar que están en la clase P .

Un área de experimentación y de gran importancia en la determinación del um-

bral entre la clase P y NP , lo han proporcionado las fórmulas Booleanas, de las

cuales se derivan diversos problemas, tales como el de satisfactibilidad (SAT ), máxi-

ma satisfactibilidad (MAXSAT ), el conteo de modelos (#SAT ), etc.

3.1.2. Complejidad #P-completo

En teoŕıa de la complejidad computacional, la clase de complejidad #P es el con-

junto de los problemas de conteo asociados a los problemas de decisión en el conjunto

NP.

Los problemas correspondientes en #P se interesan en saber cuantos elementos

satisfacen la pregunta en lugar de si existe algún elemento que la satisfaga. Por

ejemplo:

Un problema pertenece a #P si existe una máquina de Turing no-determinista

que en tiempo polinomial obtiene para cada instancia I el número de soluciones di-

ferentes que validan a I. Claramente, un problema #P tiene que ser más costoso que

su correspondiente problema en NP. Si es fácil contar las respuestas, también lo es

el responder si existe alguna, verificando si la cuenta es mayor a cero.

Un problema #P-completo es el conjunto de los problemas de conteo que per-

tenecen a #P tales que todo problema de #P se puede reducir en todos los de

#P-completo en tiempo polinomial. Se puede decir que los problemas #P-completo

son los problemas más difciles de #P.

Se piensa que no hay algoritmos en tiempo polinomial para resolver problemas

#P-completos. Inclusive, no se conocen algoritmos deterministas que puedan dar una

solución aproximada con una calidad razonable. Sin embargo, existen algoritmos pro-

babiĺısticos que dan una buena aproximación a algunos problemas #P-completos con
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una muy buena aproximación y existen otros que atacan la solución por partes que

puedan ser solucionables o delimitan hasta donde puede ser computable la solución.

3.2. Estado del Arte

Calcular el número de modelos que satisfacen a una fórmula Booleana no es un

problema sencillo. Un aspecto importante al analizar este problema y para encontrar

una solución, es definir la estructura de las fórmulas sobre las que se realiza el conteo

de modelos. En [12][10] se muestra como una fórmula en 2−FC es representada como

un grafo, y como tal, se pueden identificar topologias del grafo, y cómo a partir de al-

gunas de estas topologias es posible calcular de forma eficiente el número de modelos.

El problema #SAT consiste en determinar el número de asignaciones que hacen

verdadera a una función Booleana. En 1970, Leslie Valiant [33] propuso la clase de

complejidad #P que contendŕıan a los problemas de conteo.

Es de comentar que tanto los problemas NP aśı como algunos problemas de

decisión conocidos por encontrarse en P , pueden tener una contraparte en términos

de conteo, que están en la clase #P .

Por ejemplo 2SAT (problema SAT restringido a cláusulas con un máximo de

dos literales) se encuentra en P [7], mientras que 3SAT se encuentra en la clase

NP − completo [13]. Pero sus problemas de conteo derivados: #2SAT y #3SAT ,

ambos pertenecen a la clase #P [22][34].

Mientras los algoritmos para algunos problemas de decisión se encuentran am-

pliamente estudiados, este no es el caso para sus problemas derivados en la clase #P .

Uno de los primeros algoritmos para un problema de conteo fue propuesto en 1963

por John Ryser [25], quién propuso un algoritmo para contar el número de aparea-

mientos perfectos en un grafo bipartito (un apareamiento perfecto de un grafo es un

subconjunto de aristas tal que cada vértice del grafo se encuentra conectado exacta-

mente por una arista y un grafo es bipartito si es posible particionar sus vértices en

dos conjuntos tales que cada arista del grafo conecta un vértice de cada conjunto),
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resultando la complejidad del algoritmo del orden O(2n).

Por un largo periodo de tiempo el algoritmo de Ryser fue el único algoritmo

exacto para un problema #P . Sin embargo, el interés por estudiar la complejidad

computacional de los problemas en la clase #P se ha incrementado recientemente,

prueba de ello son la publicaciones de art́ıculos enfocados al problema de conteo

relacionados con la clase #P , algunos ejemplos de publicaciones basadas en este

problema son los trabajos de Greenhill [15], Zhang [35], DahllÄof [6], Vadhan [32],

Goldberg [14] y Valiant [34].

El conteo de modelos para una fórmula Booleana, problema denotado como

#SAT , ha sido estudiado por varios investigadores como Lozinskii [3], Dubois [8],

Marathe [21] y muchos otros. El problema de conteo de modelos no solo es in-

teresante matemáticamente, sino que tiene importantes aplicaciones, principalmente

relacionadas con problemas de Inteligencia Artificial. Por ejemplo, algunas tareas del

razonamiento automático requieren del conteo de modelos de las fórmulas de trabajo,

aśı como otros problemas complejos que se derivan del razonamiento son fuente de

aplicación para el problema #SAT .

3.3. Preliminares

Como se comentó anteriormente, el cálculo del número de modelos para una

fórmula Booleana se realiza sobre funciones de la forma 2− CF . A continuación se

describirá a detalle los principales conceptos que constituyen la base a partir de la

cual se desarrollará nuestra propuesta algoŕıtmica.

Sea X = {x1, ..., xn} un conjunto de n variables Booleanas. Una literal puede ser

tanto una variable xi o una variable negada xi.

Una cláusula es una disyunción de literales distintas (en ocasiones una cláusula

es también considerada como un conjunto de literales). Para cada k ∈ N , una k-
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cláusula es una cláusula que consiste de exactamente k literales y una (≤ k)-cláusula

es una cláusula con a lo más k literales.

La Forma Conjuntiva (CF ) de una función Booleana F es una conjunción de

cláusulas (una función en CF es también considerado un conjunto de cláusulas).

Una función F en forma CF se supone como monótona positiva si ninguna de sus

variables se encuentra negada. Una función k−CF es una función CF que contiene

exactamente k cláusulas, y una función (≤ k) − CF denota una funcion CF con a

lo más k cláusulas.

Se usará v(Y ) para expresar el conjunto de variables involucradas en el obje-

to Y , donde Y puede ser una literal, una cláusula o una fórmula Booleana. Por

ejemplo, para la cláusula c = {x1, x2}, v(c) = {x1, x2}. Lit(F ) es el conjunto

de literales que aparecen en una fórmula CF F , es decir si X = v(F ), entonces

Lit(F ) = X ∪X = {x1, x1, ..., xn, xn}.

Sea F una fórmula Booleana, entonces una asignación s para F es una función

Booleana tal que s : v(F ) → {0, 1}. Una asignación puede también ser considerada

como un conjunto no complementario de literales. Si l ∈ s, siendo s una asignación,

entonces s convierte a l en verdadero y a l en falso.

Considerando una cláusula c y una asignación s como un conjunto de literales,

se dice que c es satsifecha por s si y sólo si c ∩ s 6= ∅ y si para todo l ∈ c y l ∈ s,
entonces s falsifica a c.

Sea F una fórmula Booleana en forma conjuntiva (CF), F se satisface por una

asignación s si s satisface a cada una de las cláusulas de F . Cuando una asignación

s satisface a F , se dice que s es un modelo de F .

s falsifica a F , si alguna cláusula de F es contradecida por s. Se denotará con

M(F ) el conjunto de modelos que tiene F sobre v(F ), y con Fals(F ) al conjunto de

asignaciones sobre v(F ) que falsifican a F .
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La cardinalidad de M(F ), se denota por #SAT (F ), esto es #SAT (F ) = |M(F )|.
Sea P = {F1, ..., Fr} una partición de una fórmula Booleana F , esto es, {v(F1), ..., v(Fr)}
es una partición de los componentes conexos de F , entonces se cumple que:

#SAT (F ) =
r∏
i=1

#SAT (Fi) (3.1)

Sea F una función en CF , el problema SAT consiste en determinar si F tiene

un modelo. El problema #SAT consiste en determinar el número de modelos de F

definidos sobre v(F ). #2− SAT expresa #SAT para fórmulas en 2− CF .



Caṕıtulo 4

Desarrollo

4.1. Construcción del grafo de restricciones para

una fórmula 2− CF .

Existen diversas representaciones sobre grafos de una función en forma conjunti-

va [28], en este caso se usará el grafo con signos de una 2 − CF . Sea F una fórmu-

la en 2 − CF , su grafo de restricciones es expresado por GF = (V (F ), E(F )), con

V (F ) = v(F ) y E(F ) = {{v(x), v(y)} : {x, y} ∈ F}, esto es, los vértices deGF son las

variables de F , y por cada cláusula {x, y} en F existe una arista {v(x), v(y)} ∈ E(F ).

A cada arista c = {v(x), v(y)} ∈ E se le asocia un par ordenado de signos (s1, s2),

asignados como etiquetas en la arista que conecta las variables en la cláusula.

Para cada cláusula c en F se genera un nodo en V y definimos una arista (c, c′) ∈
E si y sólo si las cláusulas c y c’tienen una variable en común. Ver figura 4.1. A este

tipo de grafo, le llamaremos el grafo de restricciones de la fórmula.

El dual correspondiente a GF puede ser representado como un grafo cuyos nodos

corresponden a variables en v(F ) y existe una arista entre cualquier par de variables

que aparezcan en la misma cláusula. Ver figura 4.2.

En [1] el grafo dual es llamado grafo fórmula y en [9] se le denomina grafo fun-

damental. Para calcular el número de modelos de una fórmula F en 2 − FC en su

18
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Figura 4.1: Arista entre dos cláusulas con una variable en común.

representación por medio de un grafo, es necesario calcular el número de modelos

de cada subgrafo GF , que corresponda a un componente conexo. A continuación se

muestran las diferentes formas de calcular #SAT (GF ) de acuerdo a la topoloǵıa que

se representa.

Figura 4.2: Arista entre variables de la misma cláusula.

4.2. Calculo de #2SAT según la topoloǵıa del gra-

fo

A continuación se presentan distintas topoloǵıas sobre un grafo que representa

una función en 2 − CF , aśı como los algoritmos que permiten calcular el número

#2SAT para las fórmulas representadas por esos grafos. También son considerados

los casos cuando los grafos tienen aristas paralelas, y cuando las funciones en 2−CF
tienen cláusulas unitarias.

4.3. Calculo de #2SAT sobre grafos-caminos

Si GF es un camino entonces F puede escribirse como: F = {C1, C2, . . . , Cm} =

{{xε11 , xδ12 }, {xε22 , xδ23 }, ..., {xεmm , xδmm+1}}, donde εi, δi ∈ {+,−} para i ≤ N .
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Para cada nodo x ∈ GF un par de números (αx, βx) es calculado, donde αx indica

cuantas veces la variable x toma valor verdadero y βx indica el número de veces que

la variable x puede tomar valor falso dentro del conjunto de modelos de F . El primer

par es (α1, β1) = (1, 1) porque x1 puede tomar cualquier valor (verdadero o falso)

con el fin de satisfacer f1.

El par (αx, βx) asociado a cada uno de los nodos xi, i = 2, . . . ,m son calculados de

acuerdo a los signos (εi, δi) de las literales en la cláusula ci de acuerdo a la siguiente

ecuación de recurrencia:

(αi, βi) =



(βi−1 , αi−1 + βi−1) si (εi, δi) = (−,−)

(αi−1 + βi−1, βi−1 ) si (εi, δi) = (−,+)

(αi−1 , αi−1 + βi−1) si (εi, δi) = (+,−)

(αi−1 + βi−1, αi−1 ) si (εi, δi) = (+,+)

(4.1)

De la ecuación de recurrencia anterior dado que F = fm entonces #SAT (F ) =

µm = αm + βm.

Ejemplo 1. Sea F = {(x1, x2), (x2, x3), (x3, x4), (x4, x5), (x5, x6)} una función

Booleana cuyo grafo es representado por el camino de la figura 4.3. La serie (αi, βi), i ∈
[|6|], es calculada como: (α1, β1) = (1, 1) → (α2, β2) = (2, 1) donde (ε1, δ1) = (1, 1),

porque se aplica la regla 4. En general, aplicando la correspondiente regla de re-

currencia (1) de acuerdo a los signos correspondientes a (εi, δi), i = 2, ..., 5, te-

nemos (2, 1) → (1, 3) → (3, 4) → (3, 7) → (α6, β6) = (10, 7) y por lo tanto

#SAT (F ) = µ6 = α6 + β6 = 10 + 7 = 17.

Figura 4.3: Conteo de modelos sobre un camino.
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4.4. Procesando aristas paralelas

Considerando el caso de una 2-FC donde hay dos 2-cláusulas que contienen las

mismas variables, pero distintos signos entre sus variables, se tiene que el grafo de

restricciones tendrá un par de aristas entre los mismos nodos que representan la

cláusula, esto significa que tenemos multigrafos, esto es, aristas paralelas entre no-

dos. En estos caso, la ecuación de recurrencia en (4.2) deberá considerar seis distintos

casos.

Tomando en cuenta las dos cláusulas: ck = (xεki−1, x
δk
i ) y cj = (x

εj
i−1, x

δj
i ) las cuales

involucran las variables: xi−1 y xi. Entonces el cálculo de los valores para (αi, βi)

asociados al nodo xi, de acuerdo a los signos (εk, δk) y (εj, δj) se calcula de la siguiente

forma:

(αi, βi) =



(αi−1 , αi−1 ) si (εk, δk) = (+,+)y(εj, δj) = (+,−)

(αi−1 + βi−1, 0 ) si (εk, δk) = (+,+)y(εj, δj) = (−,+)

(βi−1 , αi−1 ) si (εk, δk) = (+,+)y(εj, δj) = (−,−)

(αi−1 , βi−1 ) si (εk, δk) = (+,−)y(εj, δj) = (−,+)

(0 , αi−1 + βi−1) si (εk, δk) = (+,−)y(εj, δj) = (−,−)

(βi−1 , βi−1 ) si (εk, δk) = (−,+)y(εj, δj) = (−,−)

(4.2)

Los pares de signos que no se encuentran definidos en (4.2) fueron omitidos de-

bido a que no cambian el número de modelos de la función, tal y como es el caso

(εk, δk) = (+,+) y (εj, δj) = (+,+) donde se puede quitar una de estas cláusulas sin

alterar el número de modelos de la función.

También se omiten los casos en que los signos son equivalentes bajo simetŕıa a al-

guno de los casos ya definidos, por ejemplo, para: (εk, δk) = (+,−) y (εj, δj) = (+,+)

que es equivalente a la regla definida como: (εk, δk) = (+,+) y (εj, δj) = (+,−).

Cuando en una función en CF existen tres 2-cláusulas que contienen las mismas
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variables, entonces el grafo de restricciones tiene tres aristas paralelas. Suponiendo

por ejemplo que se tienen las siguientes tres cláusulas: (xi−1, xi), (xi−1, xi), (xi−1, xi)

(Figura 4.4), entonces (αi, βi) = (0, αi−1) ya que (xi−1, xi) es la única cláusula que

no se encuentra considerada, por lo tanto, la única asignación en la que la variable

xi−1 genera un modelo es preservado y es usado para la asignación falsa de xi.

Figura 4.4: Grafo con aristas paralelas.

Procesando cláusulas unitarias: Una cláusula unitaria representa un bucle o

un lazo en el grafo de restricciones de una fórmula en 2− CF . Si una fórmula F en

su forma 2 − CF tiene una cláusula unitaria i.e. U ⊆ F y U = {(l1), (l2), ..., (lk)}.
Entonces cuando la recurrencia (4.1) se comienza a aplicar sobre el nodo xi de GF ,

se debe revisar si xi ∈ v(U) o no. Si xi /∈ v(U) solo se aplica la recurrencia (4.1),

pero si xi ∈ (U) entonces:

(αi, βi) =

(0, βi) si (xi) ∈ U

(αi, 0) si (xi) ∈ U
(4.3)

4.5. Procesando árboles.

Para el conteo de modelos de una fórmula representada por un grafo aćıclico,

es necesario recorrer el árbol en post-orden. Sea F una fórmula en 2-CF donde su

grafo de restricciones asociado GF cumple con las propiedades que caracterizan a un

árbol, entonces el algoritmo siguiente es aplicado para calcular #SAT (F ) mientras

se recorre GF en post-orden.
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Algoritmo Conteo de Modelos para Árboles (GF )

Entrada: Un grafo tipo Árbol GF .

Salida: El número de modelos de F .

Procedimiento:

Recorrer GF en post orden, y para todo nodo v ∈ GF aplicar:

1. (αv, βv) = (1,1) si v es un nodo hoja en GF .

2. Si v es un nodo padre con una lista de nodos hijos asociados

i.e., u1, u2, ..., uk son los nodos hijos de v, como todos los nodos

hijos ya han sido visitados antes de visitar a su nodo padre, entonces cada par

(αuj , βuj), j = 1, ..., k se determina en base a la recurrencia lineal en (1). Y se define:

αv =
k∏
j=1

αvj y βv =
k∏
j=1

βvj .

3. Si v es el nodo ráız de GF entonces regresar (αv + βv).

Este procedimiento determina el número de modelos para F con un orden de

complejidad de O(n + m), el cual es la complejidad computacional necesaria para

recorrer GF en post-orden.

Figura 4.5: Conteo de modelos sobre un árbol.

Ejemplo 2. Sea F = {(x1, x2), (x2, x3), (x2, x4), (x2, x5), (x4, x6), (x6, x7), (x6, x8)}
una función monótona en forma 2−CF , el cálculo del número de modelos se realiza

a través de una búsqueda en post-orden, para este ejemplo en espećıfico se toma

como el nodo ráız del árbol a x1. El número de modelos en cada nivel del árbol es
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mostrado en la figura 4.5.

El procedimiento de conteo de modelos para árboles finaliza con los siguientes

resultados, para αx1 = 41, βx1 = 36 y el número total de modelos es: #SAT (F ) =

41 + 36 = 77.

4.6. Conteo de modelos sobre grafos con ciclos

Sea GF un ciclo simple con m nodos, esto es que todos las varibles en v(F ) se

encuentran dos veces en F , m = n = |V | = |E|. Ordenando las cláusulas en F de tal

manera que |v(ci) ∩ v(ci+1)| = 1 y ci2 = ci1 siempre que i ≡ j mod m, por lo tanto,

x1 = xm, entonces F = {ci = {xεii−1, x
δi
i }}mi=1 donde εi, δi ∈ (1, 0).

Descomponiendo F como: F = F ′ ∪ cm con F ′ = {c1, ..., cm−1}, por lo tanto F ′

es un camino y cm = (xεmm−1, x
δm
1 ) es la arista que conforma junto con GF ′ el ciclo

simple que consta de: x1, x2, ..., xm−1, x1. Al grafo GF ′ se le llamará camino interno

del ciclo y a la arista cm se le llamará la arista de retroceso.

El primer paso para calcular #SAT (F ) es obtener el número de modelos de F ′

aplicando las reglas de recurrencia definidas en 4.1. Una vez que se han determi-

nado el número de modelos para las variables en F ′, también se conoce los valores

lógicos de las variables en SAT(F ‘), incluyendo el de las variables xm−1 y x1, cual-

quier modelo s de F ′ satisface a cm si y solo si (x1−εmm−1 /∈ s y x1−δmm /∈ s), esto es

SAT (F ′ ∪ cm) ⊆ SAT (F ′), y SAT (F ′ ∪ cm) = SAT (F ′) − {s ∈ SAT (F ′) : s falsi-

fica cm}. Sea Y = F ′ ∪ {(x1−εmm−1 ) ∧ (x1−δmm )}, entonces #SAT (Y ) es calculado como

un camino con dos cláusulas unitarias sobre los extremos del camino, y entonces se

cumple que:

#SAT (F ) = #SAT (F ′ ∧ cm) = #SAT (F ′)−#SAT (F ′ ∧ (x1−εmm−1 )∧ (x1−δmm )) (4.4)
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Para contar el número de modelos en un grafo de restricciones con ciclos, se uti-

lizan hilos. Un hilo computacional es una secuencia de pares (αi, βi), i = 1, . . . ,m

usada para calcular el número de modelos sobre un camino de m nodos. Un ciclo

simple C requiere dos hilos computacionales. El hilo principal caracterizado por LP

el cual procesa el camino interno en el ciclo y el segundo hilo denotado por LC el cual

calcula #SAT (Y ). Cuando el último nodo vm sobre el ciclo es alcanzado, el último

par (αm, βm) es calculado restando el par asociado a #SAT (Y ) al último par sobre

el hilo LP , (véase la Figura 4.6).

Ejemplo 3. Sea F = {(x1, x2), (x2, x3), (x3, x4), (x4, x5), (x5, x6), (x6, x1)} una

función monótona en forma 2 − CF , el cual representa un ciclo: GF = (V,E). Sea

G′ = (V,E ′) donde E = E ′ ∪ {c6}, es decir el nuevo grafo G′ es F menos la arista

c6. Aplicando la ecuación 4.4, tenemos que #SAT (F ) = #SAT (F ′) −#SAT (F ′ ∧
x6 ∧ x1) = 21− 3 = 18. Este ejemplo es ilustrado en la figura 4.6.

Figura 4.6: Cálculo de #SAT (F ) cuando GF es un ciclo

4.7. Procedimiento en tiempo polinomial para pro-

cesar grafos sin ciclos intersectados.

En la secciones anteriores se presentaron algoritmos de complejidad lineal en

tiempo para calcular #2SAT (F ) cuando el grafo de restricciones GF de la fórmula
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de entrada F no tiene ciclos, o bien, en caso de un ciclo simple.

Como procedimiento complementario se presenta a continuación un algoritmo

en tiempo polinomial, basado en los procedimientos previos sobre procesamiento de

caminos, árboles y ciclos independientes, para determinar #2SAT (F ).

Figura 4.7: Grafo sin ciclos intersectados (Grafo Cactus)

Sea F una fórmula en 2 − CF y AF = dfs(GF ) el grafo de búsqueda primero a

lo profundo, formado por un árbol de expansión TG y un conjunto C con los k ciclos

fundamentales de AF . Es importante resaltar que AF es obtenido con un orden de

complejidad de O(n + m) sobre el tamaño de F , mientras que para determinar si

existen ciclos intersectados en GF , esto se puede realizar durante la dfs a través de

un contador asociado a cada arista. El contador es incrementado en uno para cada

arista que conforma un nuevo ciclo fundamental que es encontrado durante la dfs.

Al final de la dfs, si todos los contadores son menores o iguales a uno, entonces GF

no tiene ciclos intersectados.

Dado el grafo GF este es transformado a un Grafo Aćıclico Dirigido (DAG), ex-

presado por DF , este grafo es construido asignando una orientación a cada arista

{u, v} en GF dirigidas de la siguiente manera: u→ v si v es un nodo antecesor de u

en TG.

Para un nodo v en DF , sea δin(v) = |{w : w → v}| y δout(v) = |{w : v → w}| sus

grados de entrada y salida. Aplicando un proceso de ordenamiento topológico sobre

los nodos de DF , se obtiene un número que indica el orden o asociado con cada nodo
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en DF , y que cumple que o(u) < o(v) para todo u→ v.

En el grafo dirigido DG se tienen dos tipos de estructuras básicas: Ramas y

Anillos. Una rama Bs en GF es una secuencia dirigida de nodos los cuales inician

en un nodo vs donde δin(vs) = 0 y δout(vs) = 1. Las ramas internas de la secuen-

cia son alcanzables desde vs a través de un camino formado por nodos vi donde

δin(vi) = 1 = δout(vi). La rama termina en el primer nodo v0 tal que δin(v0) > 1 o

δout(v0) > 1, a este último nodo se le llama el nodo-final de la rama.

Un anillo Rs en DF es un subgrafo formado por las aristas y los nodos que son

parte de un ciclo fundamental en TG. Por lo tanto, por cada ciclo Ci ∈ C, existe un

anillo Ri, i = 1, ..., k. El nodo de inicio de Rs es el nodo vs que es parte de una arista

de retroceso ci = {vs, v0} y δout(vs) = 2, mientras que el segundo nodo v0 de la arista

de retroceso es llamado el nodo-final del anillo.

El orden topologico entre los nodos es extendido a ramas y anillos de DG, de

acuerdo con el número del orden topológico asociado con el nodo-final de cada subes-

tructura. Este orden es una gúıa para el procesamiento de subestructuras de DG. A

continuación se muestra el algoritmo que describe el proceso de conteo de modelos

sobre el grafo dirigido de una fórmula F en 2− CF , lo cual generaliza el conteo de

modelos sobre cualquier topoloǵıa de grafos que no contengan ciclos no intersectados.

Conteo de modelos (F )

Entrada: DF : un grafo de restricciones dirigido.

Salida: El par (αy, βy) asociado con el nodo ráız y, donde #SAT (F ) = αy + βy.

#SAT (F ) es calculado recorriendo cada subestructura en DF de acuerdo al or-

den topológico de cada subestructura. Un hilo principal: LP es asociado con el árbol

de expansión de DF . LP permanecerá activo hasta que Conteo de Modelos termina.

Cuando un nodo v es visitado, el par(αv, βv) es calculado de acuerdo a la subestruc-

tura a la que pertenence el nodo, como se muestra a continuación:
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Procedimiento:

1. Cuando una rama Bs es evaluada, el procedimiento para caminos es aplicado. La

evaluación de la rama empieza en su nodo inicial vs, asociando el par (αs, βs) = (1, 1)

cuando vs aún no tiene un valor almacenado. Despues de evaluar la rama, se elimi-

nan el nodo inicial y los nodos internos de DG, aśı como sus aristas adyacentes. El

nodo-final v0 es el único nodo de la rama que se conserva y que contendrá el par

(α0, β0) que representa el valor final obtenido después de procesar la rama entera.

2. Cuando un anillo Rs es evaluado, se aplica el procedimiento básico para proce-

sar ciclos simples. El procesamiento de Rs comienza con el nodo-inicio vs y se crean

dos hilos computacionales con los pares iniciales (αs, βs) y (α′s, β
′
s). Si vs ya contiene

un valor almacenado en (αs, βs) (vs ha sido visitado antes) entonces (α′s, β
′
s) = (0, βs)

si la arista de retroceso tiene signo negativo en vs, de lo contrario (α′s, β
′
s) = (αs, 0).

Si vs no ha sido visitado previamente entonces (αs, βs) = (1, 1) y (α′s, β
′
s) = (0, 1) si

la arista de retroceso tiene signo negativo en vs, de lo contrario (α′s, β
′
s) = (1, 0).

Después de evaluar el anillo Rs, tanto sus nodos como sus aristas incidentes son

eliminadas de DG, manteniendo solo el nodo-final v0 de Rs. El par asociado a v0 es

(α0, β0−β′0) si la arista de retroceso tiene signo negativo en v0, de lo contrario el par

asociado a v0 es (α0 − α′0, β0).

Cada vez que se considera un nodo v ∈ V (DF ) si este ha sido visitado antes

entonces un par (αv1 , βv1) ha sido previamente asociado con v. Cuando v es visitado

nuevamente, un nuevo par (αv2 , βv2) es calculado. El par final (αv, βv) asociado con

v es calculado como: αv = αv1 ∗ αv2 y βv = βv1 ∗ βv2 , donde ambas ĺıneas de cálculo

deben tener en común un mismo nodo incidente.

3. Los dos pasos previos son aplicados repetidas veces hasta que los nodos inter-

nos de anillos y ramificaciones son removidos de DG. Es de notar que nuevas ramas

podrián aparecer. El número de orden topológico asignado al nodo-final de las ramas

determina el orden para el procesamiento de nuevas ramas emergentes.



Caṕıtulo 4. Desarrollo 29

4.Cuando el nodo ráız y de DF es visitado, entonces se regresa el par (αy, βy).

Figura 4.8: Grafo dirigido del grafo en Fig. 3.7

Ejemplo 3. Sea F = {(x1, x2), (x2, x3), (x3, x4), (x4, x1), (x2, x5), (x5, x6), (x6, x2),
(x6, x7), (x7, x8), (x8, x6), (x7, x9), (x9, x10), (x10, x7)}, el grafo asociado a esta fórmula

se ilustra en la figura 4.7, de acuerdo con el algoritmo previamente definido para

calcular el número de modelos de la fórmula, el primer paso consiste en construir el

grafo de restricciones dirigido mostrado en la figura 4.8, una vez creado el grafo de

restricciones dirigido DF se realiza el cálculo del número de modelos de la fórmula

de acuerdo a las estructuras existentes en DF , lo que realiza el algoritmo conteo de

modelos, y tal y como se muestra en la figura 4.9. Finalmente, el total de modelos

de la fórmula se encuentra en el par asociado a la ráız: (α1, β1) = (65, 34) como se

muestra en la figura 4.9. Entonces, #2SAT(F ) = 65 + 34 = 99 modelos.

Figura 4.9: Conteo del número de modelos sobre el grafo
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Una Aplicación de los grafos

cactus

5.1. Grafos cactus.

Los elementos conocidos como grafos cactus hicieron su aparición en la literatura

a inicios de los 50’s con el nombre de árboles Husimi. Su estudio fue iniciado por

los art́ıculos de Husimi [20] y Riddel [24] que trataban con el tema de agrupamiento

de integrales en la teoŕıa de condensación en mecánica estática[31]. Además de la

mecánica estática donde los árboles Husimi y su generalización es usada como mode-

los simplificados de rejas [23],[26], para este concepto se han encontrado aplicaciones

en la teoŕıa de redes eléctricas y de comunicación [37] y en qúımica [19],[38].

Las propiedades matemáticas de los árboles Husimi fueron aclarados poco después

de su aparición en una serie de art́ıculos escritos por Harary, Uhlenbeck y Norman

[18],[16]y resumidos veinte años después en la referencia “on graph enumeration” por

Harary y Palmer[17]. Después los árboles Husimi fueron conocidos en la literatura

matemática como grafos cactus. Desde hace más de diez años se ha tenido un gran

interés en los grafos cactus dado que se demostró que algunos problemas de asig-

nación de complejidad NP-hard pueden ser resueltos en tiempo polinomial para los

grafos cactus [2],[36]. También recientemente se han estudiado ciertas variantes de

una clase estrechamente relacionada llamada grafo cactus-bloque[4],[39].

30
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Un grafo cactus en el cual todos sus bloques son ciclos de tamaño m es llamado

cactus grafo m-uniforme. Un cactus hexagonal es un cactus 6-uniforme como se

muestra en la Fig. 5.1. Un vértice v es llamado un vértice de corte si al quitar v y

todas sus aristas incidentes, el resultado es un grafo no conexo.

Figura 5.1: Grafo cactus.

5.2. Conteo de modelos sobre cadenas de polife-

nileno.

Un fenileno es cualquier radical aromático divalente obtenido de una molécu-

la de benceno del cual son removidos dos átomos de hidrogeno. Cualquier número

de poĺımeros en los cuales el bloque de construcción básico es un fenileno es lla-

mado polifenileno. Los polifenilenos componen una importante clase de compuestos

que pueden ser utilizados como precursores de algunos materiales cient́ıficamente

y comercialmente interesantes, tal como lo es el óxido de polifenileno y sulfuro de

polifenileno. Los polifenilenos no ramificados suelen ser utilizados en el contexto de

conductores orgánicos de baja dimensión, mientras que su contraparte dendrimero

mantiene un importante papel en la śıntesis de grandes moléculas de grafeno.

Los polifenilenos comparten algunas similitudes estructurales con los compuestos

bencenoides. A consecuencia de esta similitud ambas clases de compuestos pueden

ser seguidos (y en algunos casos precedidos) por el estudio de los grafos bencenoides.
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Figura 5.2: Cactus hexagonal.

Los grafos que representan compuestos polifenilenos continúan siendo en gran medi-

da inexplorados, partiendo de esto nace la importancia de investigar y desarrollar los

aspectos estructurales y enumerativos de algunos conceptos qúımicamente relevantes.

Un concepto importante a ser analizado en estos compuestos qúımicos, es el

número de conjuntos independientes para los tres tipos de cadenas uniformes de po-

lifenilenos. Un conjunto S ⊂ V (G) de vértices de G es un conjunto independiente

en G si para cualquier par de vértices (u, v) ∈ S, (u, v) no son adyacentes. En [29]

se describen algunas caracteŕısticas matemáticas de las cadenas de polifenilenos y

algunos posibles desarrollos adicionales. Encontrar el número de conjuntos indepen-

dientes de un grafo puede ser visto como un caso particular de conteo de modelos

(#2 − SAT ), en el que todas las aristas del grafo tienen asociados signos positivos

(“+”) en los extremos delas aristas.

Un polifenileno es un grafo obtenido de un cactus hexagonal a través de la expan-

sión de cada un de sus vértices de corte en una arista. El polifenileno correspondiente

a la figura 5.2 es mostrado en la figura 5.3.

Un polifenileno en el cual ningún hexágono tiene más de dos vértices de corte

es llamado cadena de polifenileno. Como es fácil de observar, una cadena de polife-

nileno contiene exactamente dos hexágonos con sólo un vértice de corte. Estos dos

hexágonos son llamados vértices terminales y los restantes son llamados hexágonos

intermedios. El número de hexágonos en una cadena de polifenilenos se le conoce
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Figura 5.3: Polifenileno.

como su longitud. Una cadena de polifenileno de longitud seis se muestra en la figura

5.4.

Figura 5.4: Cadena de polifenileno de longitud 6.

Un hexágono interno es llamado ortho-hexágono, meta-hexágono o para-

hexágono si sus vértices de corte están a una distancia de 1, 2 o 3 aristas respec-

tivamente. Esta terminoloǵıa es muy importante en qúımica debido a que es usada

para describir la posición relativa de dos átomos en una molécula de benceno. Si

todos los hexágonos en una cadena de polifenileno son ortho-hexagonos entonces la

cadena es llamada ortho-cadena, la meta-cadena y la para-cadena son definidas de

manera análoga.

El conteo de conjuntos independientes es una caracteŕıstica relevante sobre las

cadenas ortho - cadenas, meta - cadenas y para - cadenas. El cálculo del número de

modelos sobre los grafos que representan estas cadenas puede ser calculado en tiem-
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po polinomial utilizando el algoritmo de conteo de modelos presentado en esta tesis.

Esto es posible debido a que las topoloǵıas que son representadas en estos grafos

se conforman por series de ciclos simples, lo que hace que su conteo de modelos (y

por tanto, del número de conjuntos independientes) sea calculable en tiempo poli-

nomial a través del algoritmo Conteo de modelos presentado en la sección anterior.

Ejemplo 3. Por ejemplo si tenemos la cadena de polifenileno de longitud 3 mos-

trada en la figura 5.5, y si se desea calcular el número de conjuntos independientes

de esta cadena seria equivalente a calcular el número de modelos del grafo, el pri-

mer paso consiste en construir el grafo dirigido comenzando desde el vertice X1 y

posteriormente se calcula el total de modelos del grafo utilizando el algoritmo para

procesar grafos sin ciclos intersectados como se muestra en la figura 5.6, obteniendo

aśı en el vértice X1 el par (α1, β1) = (3617, 1315), y el total de modelos del grafo que

es equivalente al número de conjuntos independientes de la cadena de polifenileno es

4932.

Figura 5.5: Cadena de polifenileno de longitud 3.
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Figura 5.6: Cadena de polifenileno de longitud 3.



Caṕıtulo 6

Conteo de modelos sobre grafos

con ciclos anidados.

Sea GF un grafo compuesto de n ciclos anidados es decir para todo ciclo Ci ∈ GF

con i ∈ {1, .., n} y Vi = {v ∈ Ci : v ∈ GF}, si Vi ∩ Vi+1 6= ∅ ⇒ Vi+1 ⊂ Vi, y

diremos que el ciclo Ci+1 esta anidado en el ciclo Ci. Presentamos en este caṕıtulo

un método para contar el número de modelos #SAT (GF ) cuando GF es un grafo

con la topoloǵıa que presenta un conjunto de ciclos anidados.

Si el grafo GF tiene ciclos anidados, entonces consideraremos que hay tres tipos

de vértices en GF . El primer tipo de vértice es el que representa el inicio de uno o

más ciclos anidados, este tipo de vértices es de grado δ(vi) ≥ 2. Si en el grafo hay un

solo vértice con grado dos significa que es el vértice de inicio de un ciclo. Otro tipo

de vértice en GF es aquel que constituye el fin de uno o más ciclos, de forma similar

al vértice de inicio de ciclo, estos vértices son de grado δ(vf ) ≥ 2. Puede haber en

GF un solo vértice de fin de ciclo con grado dos. El resto de vértices pertenecen a

una tercera clasificación vc que se llamarán vértice camino, el grado de estos vértices

es δ(vc) = 2, y en GF puede haber cualquier cantidad de ellos.

Determinar el número de modelos sobre GF puede iniciarse con un recorrido en

profundidad del grafo tomando el vértice de menor ı́ndice como inicial. Se debe ir

encontrando el nodo inicial y final de cada ciclo en GF , además de la arista de retro-

36
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ceso eci ∈ E para cada ciclo Ci ∈ GF . Si se eliminan todas las aristas de retroceso

de GF el grafo obtenido G′ es un camino simple, esto es debido a que GF consiste

únicamente de ciclos anidados. El algoritmo para calcular el número de modelos so-

bre GF se describe a continuación:

El número de modelos se calcula mientras se realiza un recorrido sobre el grafo

GF siguiendo el camino de aristas que conforma GF , es decir recorriendo solo aque-

llas aristas que no son de retroceso.

En el siguiente algoritmo nuevamente se hace uso de hilos computacionales. El

número de estos hilos se incrementa o disminuye de acuerdo a la cantidad de ciclos

anidados, como se describe a continuación.

Conteo de modelos sobre ciclos anidados

Entrada: GF : un grafo con ciclos anidados.

Salida: (αy, βy) asociado al nodo final y de GF , y tal que #SAT (F ) = αy + βy.

#SAT (F ) es calculado mientras se recorre el camino simple formado al ignorar

las aristas de retroceso que hay en GF . Como en los procedimientos anteriores, al

vértice inicial de GF se le asocia el par (α1, β1) = (1, 1). En este caso, este par de

números (α1, β1) es asignado al hilo principal representado por L1. Debido a la natu-

raleza de ciclos anidados, será necesario incrementar y disminuir la cantidad de hilos

mientras se recorre el grafo.

Para cada hilo Li activo en el vértice que se visita, se irá aplicando las reglas

de recurrencia definidas en 4.1, y esto se aplica antes de incrementar o disminuir el

número de hilos activos. Al terminar el recorrido a lo profundo sobre GF , el hilo L1

tendrá el último par (αy, βy) que ha sido calculado y que representará el valor para

#SAT (F ) = αy + βy.

Procedimiento:

1. El proceso de conteo se realiza en forma lineal sobre el camino interno de los

ciclos, viajando desde el nodo del ciclo más externo hacia los nodos del ciclo más
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interno.

2. Si un vértice v ∈ GF es el inicio de uno o más ciclos, en este caso se incremen-

tará el número de hilos activos. Si al visitar el nodo v se tienen n hilos de computación

activos, entonces se duplica el número actual de hilos, formándose aśı 2 · n hilos ac-

tivos. Además, si v marca el inicio de m nuevos ciclos que inician en v, entonces el

total de ciclos activos será n · 2m.

3. Los pares iniciales asociados a cada nuevo hilo de computación dependerá del

signo que tienen la arista de retroceso en el nodo v. Si la arista de retroceso que in-

cide en v tiene signo positivo entonces para cada hilo activo Li se crea un nuevo hilo

L(n+ i) y su par asociado es (0, β) siendo β el valor que aparece en el par asociado

(α, β) ∈ Li. En caso contrario, si la arista de retroceso que incide en v tiene signo

negativo para cada hilo activo Li se crea un nuevo hilo L(n+ i) con el par asociado

(α, 0), siendo α el valor que aparece en el par asociado (α, β) ∈ Li.

4. Si el vértice v marca el fin de un ciclo, en este caso se reduce el número de

hilos activos a la mitad. Por cada ciclo que se cierra se divide a la mitad el número

de hilos activos. Aśı, si hay n hilos activos y el vértice v marca el fin de m ciclos,

entonces quedarán después de visitar v, n
2m

hilos de computación activos.

5. Antes de eliminar hilos de computación, se realiza una resta entre los valores

de los hilos de acuerdo al signo de la arista de retroceso que incide en v. Si el signo

de la arista de retroceso que incide en v tiene signo positivo, entonces para cada hilo

Li con 1 <= i <= n/2, donde n es el número de hilos activos, se le asigna un nuevo

par de números a Li = (αi, βi − βn/2+i) , donde (αi, βi) es el par asociado a Li y

βn/2+i ∈ Ln/2+i. En caso de que la arista de retroceso que incide en v tenga signo

negativo entonces Li = (αi − αn/2+i, βi), con 1 <= i <= n/2.

Ejemplo 5. Sea F = {{x1, x2}, {x1, x3}, {x2, x3}, {x3, x4}, {x3, x8}, {x3, x̄8},
{x̄3, x7}, {x4, x5}, {x5, x7}, {x5, x6}, {x6, x7}, {x7, x8}, {x̄1, x̄8}} una fórmula en 2 −
CF , la cual representa un grafo GF compuesto de 5 ciclos anidados. Para calcular el
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Figura 6.1: Cálculo de #SAT sobre ciclos anidados

número de modelos sobre GF se recorre el camino que se forma al ignorar las aristas

de retroceso, como se ilustra en la figura 6.1. Se comienza el recorrido de GF en x1

y se concluye en x8, en este último vértice después de realizar los cálculos necesarios

la suma del par (α8, β8) = (15, 18) en L1 representa el total de modelos para GF , es

decir #SAT (F ) = 15 + 18 = 33.

6.1. Procesamiento de ciclos anidados utilizando

macros.

Calcular el total de modelos sobre un grafo con ciclos anidados utilizando el méto-

do anteriormente descrito, implica un número exponencial con respecto al número de

hilos de computación que se requieren. Esto nos determina a su vez, una complejidad

exponencial con respecto al número de ciclos anidados que hay en el grafo.
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Aunque el algoritmo obtiene una solución al problema, es conveniente redefinir el

método para reducir su complejidad en tiempo. A partir de estas topoloǵıas de ciclos

anidados, se desarrolló un nuevo algoritmo que a través de la aplicación de macros,

calcula #2SAT .

Un macro es una abreviatura del término ”macroinstrucción”, un macro es usa-

do para describir un conjunto de instrucciones que pueden ser ejecutadas en cuanto

se obtienen los valores que representan las variables que son usadas dentro del macro.

Dado un grafo GF compuesto por ciclos intersectados, sean Ci y Cj dos ciclos

que pertenecen a GF , definir si Ci se encuentra anidado dentro de Cj en algunos

casos puede parecer sencillo y en otros no, por lo tanto es importante definir las

caracteŕısticas formales que definen si dos ciclos se encuentran anidados.

Con respecto a dos ciclos Ci y Cj, podemos decir que el ciclo Ci se encuentra

anidado en Cj si cumple las siguientes condiciones:

a) V (Ci) ⊂ V (Cj) : El conjunto de vértices de Ci es un subconjunto de los vértices

de Cj.

b) |E(Ci)− E(Cj)| = 1: Existe una sola arista de Ci que no pertenece a Cj.

c) E(Ci) ⊕ E(Cj) = E(Ck): Donde Ck es un nuevo ciclo diferente a Ci y Cj y ⊕
representa la operación XOR entre las aristas de los ciclos Ci y Cj.

Para el nuevo algoritmo, el grafoGF compuesto por ciclos anidados se recorrerá en

base a los ciclos que lo componen, y se iniciará a partir del ciclo más interno (más

embebido) del grafo.

Consideremos que se tiene un conjunto D = {C1, C2, ..., Ck} compuesto de los

ciclos anidados de GF , y que los elementos de D se han ordenado de tal forma, que

para todo i 6= j, j > i, entonces Ci o esta embebido en Cj, o ambos ciclos son inde-

pendientes. El cálculo de #2SAT se realizará recorriendo los nodos que componen
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el ciclo más interno y hacia los nodos del ciclo más externo.

Mientras se realiza el recorrido en profundidad sobre cada ciclo en GF , se usarán

dos o tres hilos computacionales para llevar la cuenta del número de modelos aso-

ciado a cada vértice que es visitado. Aśı, cada hilo computacional contiene un par

de variables (y en algunas casos, un macro determinado por un par de ecuaciones

lineales) (α, β), usadas para calcular el número de modelos sobre los vértices que

componen el camino interno de un ciclo.

Durante el algoritmo se mantendrá siempre activo un hilo principal, denotado

por Lp. Al visitar el nodo final del ciclo más externo del grafo, en el hilo principal se

tendrá el macro definitivo para obtener el valor de #2SAT (GF ). El procedimiento

para calcular #2SAT de GF se realiza mediante el siguiente algoritmo.

Procedimiento

Entrada: GF un grafo con ciclos anidados.

Salida: El par (αf , βf ) asociado al nodo final vf , y tal que #SAT (F ) = αf + βf .

Mientras |D| > 0, se toma el ciclo de menor indice Ci ∈ D, el inicio del proce-

samiento de cada ciclo se realiza mediante un recorrido en profundidad, visitando

los vértices del camino simple interno que compone al ciclo, desde su nodo inicial

v0 hasta su nodo final vf . Durante este recorrido, un nodo del camino puede tener

asociado, o un par de valores enteros o un macro, para cada caso, se realizan los

siguientes procedimientos:

1. Si vx es el vértice inicial de uno o más ciclos: En este caso se crea un hilo L1,

se asignan las variables (α, β) al hilo computacional L1. Una caracteŕıstica que

es necesario considerar son las aristas de retroceso que inciden en v0, para esta

situación tenemos dos casos:

a) Si en vx incide una arista de retroceso: en este caso se crea un hilo secundario

L2 con las variables (0, β) en caso de que el signo de la arista de retroceso

sobre vx sea negativo y (α, 0) en caso de que el signo sobre la arista de

retroceso que incide sobre vx sea positivo.
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b) Si en vx inciden dos o más aristas de retroceso: En este caso si todas las

aristas de retroceso que inciden en vx tienen el mismo signo entonces se

crea un hilo secundario L2 con el par asociado (0, β) en caso de que los

signos de las aristas de retroceso que inciden en vx sean negativas, en caso

contrario se asigna el par (α, 0). Si los signos de las aristas de retroceso que

inciden en vx son tanto signos positivos como negativos, entonces se crean

dos hilos computacionales secundarios L2 y L3 con los pares asociados:

(0, β) y (α, 0), respectivamente.

2. Si vx es un vértice del camino interno de Ci: En este caso se aplican las reglas

de recurrencia definidas en 4.1 sobre el par (αx−1, βx−1), y esta operación se

aplica para cada uno de los hilos activos, obteniendo aśı un nuevo par (αx, βx)

en cada uno de estos hilos.

3. Si vx tiene asociado un macro: En este caso primero se aplica la regla de recu-

rrencia 4.1 para cada hilo activo como se describió en el punto anterior. Para

cada hilo activo se procesan los pares de ecuaciones descritas en el par asociado

a vx, obteniéndo aśı un nuevo par de de ecuaciones lineales, que denotaremos

por (αx, βx). Este nuevo par de ecuaciones serán usadas posteriormente cuando

se visite el siguiente vértice del ciclo.

Figura 6.2: Transformación de ciclo por un macro.

Si el nodo visitado involucra el nodo final de un ciclo Ci, entonces de acuerdo al

signo de la arista de retroceso que incide en el nodo, se resta el par (0, βx) ∈ L2

al par (αx, βx) ∈ Lp. En el caso de que la arista de retroceso tenga signo

negativo, entonces se resta el par (αx, 0) ∈ L2 al par del hilo principal Lp,

obteniéndose aśı un nuevo par de funciones (αx, βx). Y dado que se recorrió por

completo el ciclo Ci, este se elimina de D y el ciclo es sustituido en GF por
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un nodo compuesto que tendrá asociado el par (αx, βx) que representa un

nuevo macro a ser utilizado al procesar el ciclo que contenia a Ci. Finalmente

se regresa al paso inicial para seleccionar el nuevo ciclo más interno que se

encuentra en D.

4. Si vx es un vértice de fin de ciclo: Al igual que en cualquier vértice que se

visita, se aplica la regla de recurrencia 4.1 para cada hilo activo, si únicamente

existen dos hilos activos en vf entonces se resta (0, β) ∈ Lj al par asociado

al hilo principal Lp en caso de que el signo de la arista de retroceso que in-

cide en vf sea positivo, en caso contrario se resta (α, 0) ∈ Lj al hilo principal Lp.

Sea S = {s1, . . . , sm} el conjunto de signos de las aristas de retroceso que in-

ciden sobre v0, ordenados desde la arista del ciclo más interno hacia los ciclos

que los van conteniendo, donde m es el número de signos m = |S|.

En caso de que existan solo dos hilos activos entonces j = 2, en la circunstancia

en que existan tres hilos activos si el signo s1 es negativo entonces j = 3, si por

el contrario s1 es positivo entonces j = 2.

Dado que vj es el nodo final del ciclo Ci, si en vj incide únicamente una arista

de retroceso entonces se elimina el ciclo y es sustituido por un nodo compuesto

que tendrá asociado un par (α, β) ∈ Lp representando un macro. En el caso de

que existan más de una arista de retroceso sobre vj entonces (αj, βj) = (αj, 0) si

el signo de la arista de retroceso sobre vf es positivo en caso contrario (αj, βj) =

(0, βj) donde (αj, βj) ∈ Lj, si s1 6= si∀i > 1 entonces el hilo secundario Lj es

descartado y el hilo secundario restante tendrá el ı́ndice dos, de igual modo en

Ci se elimina la arista de retroceso al igual que el signo s1 ∈ S, ahora vf se

denota como un vértice intermedio de Ci+1, continuando aśı el procedimiento

desde el vértice vx sobre el camino interno de Ci+1 el cual es el ciclo más interno,

por lo tanto se incrementa el indice i y Ci = Ci+1.

Ejemplo 6 Sea F = {(x1, x2), (x2, x3), (x3, x4), (x4, x5), (x5, x6), (x6, x7), (x7, x8),
(x8, x9), (x1, x9), (x2, x8), (x3, x8), (x4, x7), (x4, x6)} una función en forma 2-CF, el



Caṕıtulo 6. Conteo de modelos sobre grafos con ciclos anidados. 44

Figura 6.3: Cambio de un ciclo por un macro.

grafo asociado GF está compuesto únicamente por ciclos anidados donde todos los

ciclos pueden ser ordenados en una tupla D = {C1, ..., Ck} donde Ci es un ciclo

anidado dentro de Ci+1 con i = 1, ..., k − 1. Utilizando el algoritmo anteriormente

descrito al recorrer el grafo desde su ciclo más interno después de procesar el vértice

x8 en el hilo principal Lp encontraremos el par de funciones (α, β) = (13α, 10α+6β),

este par de funciones son sustituidos por los valores iniciales α = 1 y β = 1, final-

mente tenemos que (α, β) = (13, 16) por lo tanto #SAT (F ) = 13 + 16 = 29. Este

ejemplo se ilustra en la figuras 6.4 - 6.7.

Figura 6.4: Procesando los ciclos mas internos C1 y C2.

Figura 6.5: Procesando ciclo C3 que es sustituido por un macro.
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Figura 6.6: Procesando ciclo C4 que es sustituido por un macro.

Figura 6.7: Procesando ciclo final y más externo C5.

El algoritmo propuesto como se explicó trabaja sobre aquellos ciclos que pueden

ser ordenados en una tupla D = {C1, ..., Ck} donde Ci es un ciclo anidado dentro

de Ci+1 con i = 1, ..., k − 1, sin embargo para los grafos con ciclos anidados que no

pueden ser agrupados de esta manera, en este circunstancia se aplica el algoritmo in-

dependientemente a cada conjunto de ciclos que cumplen las condiciones adecuadas,

este proceso genera un nuevo grafo donde varios ciclos son sustituidos por macros, el

nuevo grafo generado es analizado con el mismo principio que continuara reduciendo

el grafo hasta que el grafo completo pueda ser analizado mediante el algoritmo, a

continuación se presenta un ejemplo que ilustra lo anteriormente mencionado.

Ejemplo 7 Sea F = {(x1, x2), (x2, x3), (x3, x4), (x4, x5), (x5, x6), (x1, x6), (x1, x4),
(x2, x4), (x4, x6)} cuyo grafo GF asociado se ilustra en la figura 6.8 como se puede

observar el ciclo C2 no es un ciclo anidado de C3 ni viceversa, sin embargo ambos

ciclos se encuentran anidados dentro de C4 en este caso se procesa el conjunto de

ciclos C1 y C2 por separado del ciclo C3, el resultado de este procedimiento es un
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Figura 6.8: Grafo con ciclos anidados.

nuevo grafo compuesto por dos macros unidos por una arista de retroceso que puede

ser procesado fácilmente como se muestra en la figura 6.9.

Figura 6.9: Reducción de grafo con ciclos anidados.

Al aplicar el algoritmo propuesto varias veces para reducir el grafo, generaliza

el proceso para calcular el número de modelos sobre todo tipo de grafo con ciclos

anidados manteniendo una complejidad lineal, esto es dado que el número de hilos

computacionales simultáneos utilizados en ningún momento es mayor a tres, mante-

niendo aśı una complejidad lineal de O(3m + n), donde m es el número de vértices

y n el número de aristas del grafo asociado a la fórmula en 2− FC.
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Conclusión

El conteo de modelos de 2-FC’s (problema #2SAT ) es un tema relevante en el

área de la Inteligencia Artificial. Las propuestas de su solución han sido abordadas

de distintas formas, usando por ejemplo; algoritmos de aproximación, y algoritmos

exactos que tienen diversos ordenes de complejidad en tiempo.

En este trabajo de tesis, para realizar el conteo de modelos, se diseñaron méto-

dos basados en el recorrido en profundidad del grafo de restricciones definido por

una 2− FC, y al mismo tiempo que se hace el recorrido se van aplicando reglas de

recurrencia que permiten llevar la cuenta de modelos, el resultado de este conteo se

asocia a cada nodo del grafo. Se demostró también que hay diversas instancias de

2-FC’s en las que #2SAT puede ser resuelto eficientemente.

En la primera parte del documento, se revisan las topoloǵıas más simples sobre

el grafo de restricciones de la 2-FC que permiten el conteo eficiente de los modelos

de la fórmula. Entre estas topoloǵıas, se presenta el caso de caminos y ciclos simples,

y se extiende el caso de caminos simples para considerar árboles (grafos aćıclicos).

En este documento, se presentan algoritmos de complejidad lineal en tiempo para

procesar todos los casos anteriores.

Entre el tipo de grafos que pueden pre-procesarse en tiempo polinomial para el

cálculo de #2SAT, se encuentran grafos con aristas múltiples. Se termina la exposi-

47
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ción de algoritmos presentando el caso del conteo de modelos sobre grafos con ciclos

anidados, mostrando que también en este caso, hay un algoritmo de complejidad

polinomial en tiempo que calcula #2SAT.

Además de definir un conjunto de algoritmos eficientes para el procesamiento de

diversas topoloǵıas de los grafos, se muestran dos aplicaciones en las que el conteo

de modelos juega un papel indispensable, estas aplicaciones tienen importancia en el

análisis qúımico de compuestos, lo que demuestra que se puede desarrollar una gran

variedad de aplicaciones dentro del área de inteligencia artificial, y que esta área se

encuentra en constante innovación y desarrollo.

Al considerar un grafo general, que no cumpla ninguna de las topoloǵıas anterior-

mente mencionadas, se propone un procedimiento para procesar grafos compuestos

por ciclos no simples. Al inicio del caṕıtulo 5, se presenta un algoritmo de compleji-

dad exponencial en tiempo con respecto al núumero de ciclos anidados para procesar

este tipo de grafos.

7.1. Trabajo a futuro

Dentro del trabajo a futuro que puede extender este trabajo de tesis, se encuentra

el de diseñar algoritmos para contar modelos sobre grafos con ciclos intersectados,

aśı como determinar en cuales casos de este tipo de topoloǵıas, existen algoritmo

eficientes para el conteo de modelos.

Otro aspecto de interés a considerar como trabajo a futuro, es el relacionado

con el uso de las técnicas de análisis utilizadas en este trabajo, para aplicaciones

espećıficas, o bien como parte de un sistema más complejo que involucre el conteo

de modelos.

Es importante destacar que las aplicaciones que puede tener la teoŕıa de conteo de

modelos se puede diversificar, dado que el problema es un problema #P-completo,
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y por tanto, hay una gran cantidad de problemas de conteo relacionados con el

problema #2SAT, como puede ser el conteo de conjuntos independientes, conteo de

cubiertas de vértices, conteo de coloreo de vértices en un grafo, etc. Aparte de que

cada uno de los anteriores problemas relacionados, tiene a su vez, una buena cantidad

de aplicaciones potenciales.
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1998.


	Agradecimientos
	Introducción
	Planteamiento del problema
	Objetivos Generales y Específicos

	Fundamentos Teórico
	Teoría de la Complejidad Computacional
	Conceptos Básicos de la Teoría de la Complejidad
	Complejidad #P-completo

	Estado del Arte
	Preliminares

	Desarrollo
	Construcción del grafo de restricciones para una fórmula 2-CF.
	Calculo de #2SAT según la topología del grafo
	Calculo de #2SAT sobre grafos-caminos
	Procesando aristas paralelas
	Procesando árboles.
	Conteo de modelos sobre grafos con ciclos
	Procedimiento en tiempo polinomial para procesar grafos sin ciclos intersectados.

	Una Aplicación de los grafos cactus
	Grafos cactus.
	Conteo de modelos sobre cadenas de polifenileno.

	Conteo de modelos sobre grafos con ciclos anidados.
	Procesamiento de ciclos anidados utilizando macros.

	Conclusión
	Trabajo a futuro

	Bibliografía

