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Resumen

En el presente trabajo se calculó las contribuciones de los modos excitados de Kaluza-Klein de norma a

orden de un lazo, en la norma unitaria, del decaimiento l
(0)
α → γ(0)l

(0)
β , en el Modelo Estándar mı́nimamente

extendido en dimensiones extras, el cual permite cambio de sabor leptonico. Los braching ratios cálculados,
se encuentran desde el orden O(10−33), comparados con las cotas experimentales reportadas, que son desde
el orden O(10−8). Es importante mencionar que la expansión en serie de las tasas de decaimiento se hizo
a orden O(R2).



1. Introducción

El interes por la comprensión de los fenómenos naturales que se originan en la f́ısica fundamental ha

motivado muchas y diversas investigaciones en los niveles teórico, experimental y fenomenológico. Por

ahora, la mejor descripción de la f́ısica fundamental con la que contamos es el Modelo Estándar de las

interacciones fundamentales [1–3], que es una formulación f́ısica basada en la teoŕıa cuántica de campos y

construida bajo del principio de simetŕıa [4, 5].

La década actual ha tráıdo consigo descubrimientos muy importantes, como la medición, en el año

2012, de una part́ıcula con masa ∼ 125 GeV [6, 7], que es consistente con el famoso bosón de Higgs, gene-

rado como consecuencia de un proceso f́ısico conocido como rompimiento espontáneo de simetŕıa [8–10].

Siendo el campo de Higgs una pieza fundamental del Modelo Estándar, encargada de generar las masas

de las part́ıculas elementales, esta medición apunta hacia una confirmación más del éxito de dicha teoŕıa.

Empero, otro descubrimiento de gran relevancia, comenzado en 1998 y culminado en el mismo 2012, es

la confirmación experimental del fenómeno de las oscilaciones de neutrinos [11–14], el cual se interpreta

convencionalmente como un efecto que ocurre porque las part́ıculas denominadas neutrinos tienen masa

y se mezclan [5, 15]. La formulación del Modelo Estándar incluye la suposición de que los neutrinos son

part́ıculas sin masa, por lo cual la medición de este fenómeno es una prueba contundente de que hay

fenómenos de la f́ısica fundamental que no son explicados por nuestra mejor teoŕıa. Y no solo eso, pues

existen otros fenómenos f́ısicos, observados experimentalmente, que también quedan fuera de los alcances

del Modelo Estándar, como son los casos de la materia oscura y la interacción gravitacional.

Las deficiencias del Modelo Estándar no implican que esta teoŕıa sea incorrecta. En realidad nos en-

señan que, si bien este modelo es una buena aproximación a una descripción precisa de la naturaleza

dentro cierto rango de escalas de enerǵıa, sus alcances están limitados. Un camino, comúnmente seguido,

para encontrar pistas de cómo debe de ser una teoŕıa más precisa que el Modelo Estándar consiste en

definir extensiones del Modelo Estándar. Estas son formulaciones que agregan elementos nuevos a este

modelo, dando lugar a nuevos fenómenos f́ısicos, cuya presunta medición apuntaŕıa hacia la existencia de

nueva f́ısica, no conocida hasta ahora. Otra manera, más ambiciosa, de buscar f́ısica fundamental estriba

en plantear teoŕıas que van mucho más allá del campo de acción del Modelo Estándar y cuyo desarrollo

ha sido motivado, principalmente, por la incorporación de la interacción gravitacional a una descripción

cuántica. Por ejemplo, tal es el caso de las formulaciones de la teoŕıa de cuerdas. Las versiones originales de

la teoŕıa de cuerdas requeŕıan que el espaciotiempo tuviese 26 dimensiones [16], aunque la llamada teoŕıa

M, propuesta como la teoŕıa fundamental genuina, sólo necesita de 11 dimensiones de espaciotiempo [17].

Aśı, inicialmente propuesta con el objetivo de describir las interacciones nucleares [18], la teoŕıa de cuerdas
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incorporó el ingrediente de las dimensiones extras1 y nos acostumbró a éste.

Actualmente, el uso de las dimensiones extras en el planteamiento de modelos de nueva f́ısica ha

alcanzado a las extensiones del Modelo Estándar. Hasta ahora no ha habido observación experimental

alguna que sugiera que las dimensiones extras realmente existen. Para conciliar este hecho experimental

con la contraparte teórica, se argumenta que las dimensiones extras, en vez de extenderse infinitamente,

son compactas [20] y que son tan diminutas que, hasta el momento, han quedado fuera del alcance de

nuestros mejores dispositivos de medición [21, 22]. El carácter compacto de las dimensiones extras tiene

la consecuencia de que, vistas desde la perspectiva de las cuatro dimensiones de espaciotiempo ordinarias,

los campos que constituyen a las teoŕıas que involucran a este elemento se desdoblan en un conjunto

infinito de campos, mediante series de Fourier multidimensionales. Concretamente, si en un espaciotiempo

de 4 + n dimensiones φ(x, x̄) representa genéricamente a un campo que depende de las coordenadas x, del

espaciotiempo 4-dimensional ordinario, y de las coordenadas de las dimensiones extras, x̄, dicho campo se

expresa como

φ(x, x) = φ(0)(x) f (0) +
∑
(k)

φ(k)(x) f (k)(x̄). (1)

Aqúı, el conjunto de funciones {f (0), f (k)(x̄)}, usado para la expansión del campo φ(x, x̄), es un conjunto

completo (una base) y ortonormal, donde f (0) es una función constante y los f (k)(x̄) dependen de las coor-

denadas x̄, asociadas a las dimensiones extras. El śımbolo de suma
∑

(k) =
∑

k1

∑
k2
· · ·
∑

kn
, usado en la

Ec. (1), denota a una multisuma sobre las componentes de los vectores (k) = (k1, k2, . . . , kn), donde todos

los kj corren sobre todos los números enteros, con la única restricción de que (k) 6= (0) = (0, 0, . . . , 0). A

los campos φ(0)(x) y φ(k)(x), definidos en el espaciotiempo 4-dimensional de Minkowski, se les conoce como

los modos de Kaluza-Klein. Dependiendo de la geometŕıa espećıfica de las dimensiones extras, algunos de

los campos extradimensionales φ(x, x̄) tienen un modo cero de Kaluza-Klein, φ(0)(x), el cual se identifica

como un campo en cuatro dimensiones que ya es conocido [23–27]. Por otra parte, los modos excitados de

Kaluza-Klein, φ(k)(x), representan a nuevos grados de libertad que, desde la perspectiva del espacio-tiempo

4-dimensional ordinario, conllevan efectos de las dimensiones extras.

Uno de los modelos de dimensiones extras más estudiados es el de dimensiones extras universales [28],

que consiste en definir una réplica del Modelo Estándar, pero donde todas las variables dinámicas (los

campos) dependen de todas las 4 + n coordenadas del espaciotiempo, incluidas aquellas que caracterizan

a las dimensiones extras. Es alrededor de esta formulación que se desarrollará el presente trabajo de tesis.

Desde el punto de vista del método de los diagramas de Feynman [4], una de las caracteŕısticas de esta

1Sin embargo, merece la pena mencionar que las primeras descripciones de dimensiones extras, propuestas décadas antes
que la teoŕıa de cuerdas, tuvieron el objetivo de unificar a las interacciones gravitacional y electromagnética [19,20].
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extensión del Modelo Estándar es que, como consecuencia de la conservación del momento en las dimen-

siones extras, los primeros efectos de las dimensiones extras sobre las observables del Modelo Estándar se

generan, cuánticamente, a orden de un lazo [28]. Por tal motivo, aquellas observables y procesos f́ısicos que

reciben sus primeras contribuciones del Modelo Estándar desde el orden de un lazo son particulamente

interesantes para el contexto de las dimensiones extras universales. Es por ello que el presente trabajo de

tesis se desarrollará en torno a uno de tales procesos.

Con la discusión anterior en mente, consideramos, en el contexto del Modelo Estándar en 4 + n di-

mensiones extras universales [29], el decaimiento l
(0)
α → γ(0)l

(0)
β , donde los leptones inicial y final, l

(0)
α y

l
(0)
β , son diferentes, de manera que este proceso involucra cambio de sabor leptónico. La presencia en el

Modelo Estándar de mezclas de quarks en corrientes cargadas, lo que se caracteriza mediante la matriz de

Cabibbo-Kobayashi-Maskawa, permite la ocurrencia de procesos f́ısicos con cambio de sabor fermiónico,

aunque solo en el sector de los quarks. Contrastantemente, el Modelo Estándar no genera mezclas análogas

en el sector de los leptones. Al respecto de esto, vale la pena mencionar que esta caracteŕıstica es here-

dada por la teoŕıa de Kaluza-Klein producida por el Modelo Estándar extradimensional. Con el objetivo

de producir este tipo de efectos en el sector de leptones de la teoŕıa de Kaluza-Klein que estudiaremos,

vamos a introducir campos neutrinos extradimensionales que se suponen singuletes del grupo de norma

del Modelo Estándar extradimensional. En este contexto, los modos ceros de campos neutrinos adquieren

sus respectivas masas a través del mecanismo de Higgs, en tanto que sus modos excitados adquieren una

contribución por esta misma v́ıa y, también, a través del mecanismo de Kaluza-Klein. Más aún, la teoŕıa

de Kaluza-Klein resultante incluye mezclas de leptones en corrientes cargadas a través de la matriz de

Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata. En general, la existencia de mezclas de neutrinos en formulaciones de

f́ısica más allá del Modelo Estándar abre la puerta a interesantes procesos de decaimiento como son, por

ejemplo, µ → γe, τ → γµ y τ → γe [30], µ → 3e, τ → 3e, τ → 3µ, τ → e2µ y τ → µ2e [31], los cuales,

además, tienen relevancia experimental [32, 78]. Las mezclas aśı introducidas en la teoŕıa de Kaluza-Klein

aparecen tanto en acoplamientos de modos ceros como en acoplamientos que incluyen a modos excitados.

Con estos ingredientes a la mano, se calcularán contribuciones de los modos excitados de Kaluza-Klein al

branching ratio del proceso de decaimiento l
(0)
α → γ(0)l

(0)
β . Desde el punto de vista diagramático, este cálculo

contempla la suma de diagramas de Feynman, de orden de un lazo, en los que las part́ıculas virtuales son,

exclusivamente, modos excitados de Kaluza-Klein.
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2. Teoŕıa

2.1. Modelo Estándar

Las observaciones experimentales de los fenómenos f́ısicos que ocurren en la naturaleza nos han lle-

vado a concluir que existen, al menos, cuatro interacciones fundamentales diferentes que ocurren entre

los elementos que constituyen a la materia. Dichas interacciones son el electromagnetismo, la interacción

débil, la interacción fuerte y la gravedad. El Modelo Estándar de las interacciones fundamentales [1–3],es

actualmente, la mejor descripción de la naturaleza con que contamos. Esta formulación, que comprende

la descripción de las interacciones electromagnética, débil y fuerte, goza de sustento experimental [63],

de acuerdo con las mediciones proporcionadas por los dispositivos más avanzados con que contamos en la

actualidad, y tiene una estructura matemática elegante, basada en el principio de simetŕıa. Empero, merece

la pena mencionar que en nuestros d́ıas se entiende que el Modelo Estándar no es la teoŕıa más fundamen-

tal y última en el sentido de que se conocen fenómenos f́ısicos que no se explican con esta formulación,

como son, por ejemplo, las masas no nulas de neutrinos [11], la materia oscura [64, 65] y, desde luego, la

interacción gravitacional. Estos y otros aspectos, de tipos experimental y teórico, que quedan fuera del

alcance del Modelo Estándar, son el motor que ha impulsado un sin número de investigaciones que tienen

el objetivo de hallar la teoŕıa f́ısica más completa.

Las formulaciones modernas de la f́ısica de las part́ıculas elementales se definen en el marco de la

teoŕıa cuántica de campos [4]. Los dos elementos principales que determinan a una teoŕıa f́ısica dada son

sus variables dinámicas y sus simetŕıas [56]. Las variables dinámicas son los campos, dependientes de las

coordenadas del espacio-tiempo, que definen a los grados de libertad y que se asocian a las part́ıculas ele-

mentales, las cuales se interpretan como cuantos de dichos campos. Por otra parte, las simetŕıas, definidas

como transformaciones que dejan invariante a la acción [66, 67], se caracterizan a través de la teoŕıa de

grupos [4,66]. Hay grupos de simetŕıa diversos que son relevantes en distintas teoŕıas de campos, pero, sin

duda, los más importantes son el grupo de espacio-tiempo y los grupos de norma. La simetŕıa de norma,

o también invariancia de norma, se refiere transformaciones que relacionan a descripciones de un sistema

f́ısico dado que son matemáticamente diferentes, pero que producen los mismos resultados f́ısicos; entonces

se puede trabajar en cualquiera de estas normas y la elección de una u otra obedece, en general, solo

a motivaciones prácticas. Dicha simetŕıa ocurre en descripciones f́ısicas que involucran a más grados de

libertad que aquellos que estrictamente caracterizan a los sistemas correspondientes [68]. La simetŕıa de

norma es un concepto profundo e interesante, que forma parte de formulaciones f́ısicas de gran importancia,

como es el caso de la teoŕıa electromagnética, donde se distinguen transformaciones de norma que conectan

a potenciales electromagnéticos matemáticamente distintos, pero que producen las mismas ecuaciones de

Maxwell [4, 66, 69]. La discusión desarrollada a lo largo del presente documento se centra en el Modelo

Estándar electrodébil (MEE), que es una subteoŕıa del Modelo Estándar, la cual describe, únicamente,
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a las interacciones débil y electromagnética. Del lado de las variables dinámicas, asociadas a los campos,

el MEE involucra a 4 campos vectoriales, 4 campos escalares y 12 campos espinores de Dirac. Sobre los

grupos de simetŕıa, este modelo se define en el espacio-tiempo de Minkowski, 4-dimensional, y es invariante

bajo el grupo de Poincaré ISO(1, 3), en tanto que la simetŕıa es definida por el grupo SU(2)L × U(1)Y .

En el contexto de la teoŕıa de campos clásica, el MME es caracterizado por una acción, SSM , definida

por una densidad Lagrangiana, LSM , como SSM =
∫
d4xLSM . A su vez la Lagrangiana LSM , se escribe

como la suma

LSM = LYM + Ls + LC + LY (2)

donde los términos Lagrangianos LYM ,Ls,LC y LY reciben, respectivamente, los nombres de sector de

Yang-Mills,sector escalar, sector de las corrientes y sector de Yukawa. Las variables dinámicas que definen

el sector de Y ang −Mills LYM , son las conexiones de los grupos SU(2)L y U(1)Y , también llamados

campos de norma, en tanto al sector escalar Ls involucra a los campos de norma antes citados y a un par

de campos escalares complejos, organizados por un doblete de SU(2)L. El sector de las corrientes incluye

a las conexiones del grupo de norma y a campos de espinores de Dirac, en tanto al sector de Yukawa se

define en términos de los mismos campos espinoriales y del doblete escalar.

2.1.1. El sector Escalar

En este sector se emplea al mecanismo de Higgs que permite dar masa a los bosones de norma débiles

W±, Z y al bosón de Higgs, también determina las interacciones entre estas part́ıculas. El sector de Higgs,

o sector escalar, del modelo estándar se escribe como

Ls = (DµΦ)†(DµΦ) + V (Φ†,Φ), (3)

donde

Φ =

φa
φb

 =

φ1 + iφ2

φ3 + iφ4

 ,

es el doblete de Higgs complejo, el cual tiene hipercarga Y = +1, constituido por los campos escalares

φ1, φ2, φ1 y φ4. La derivada covariante (Dµ) del grupo electrodébil está en representación de dobletes:

DµΦ =

[
∂µ − ig

τa

2
W a
µ − ig′

Y

2
Bµ

]
Φ, (4)

donde τa(a = 1, 2, 3) representa a las matrices de Pauli, en tanto que τa

2 y Y
2 son los generadores. Las Bµ

y Wµ son las conexiones o campos de norma, asociados con los grupos SUL(2)y UY (1) respectivamente, g
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y g′ son las constantes de acoplamiento asociadas a cada grupo. Se define el potencial de Higgs, V (Φ†,Φ)

como

V (Φ†,Φ) = µ2Φ†Φ + λ(Φ†Φ)2, (5)

donde λ, presente en los acoplamientos escalares cuárticos, es una constante adimensional y positiva2. El

mı́nimo del potencial V (Φ†,Φ) corresponde al vaćıo, que es el estado de menor enerǵıa. Si µ2 > 0 se tiene

el caso de una teoŕıa de escalares masivos con un estado de vaćıo único. Si µ2 < 0, se tiene el caso de un

vaćıo degenerado, caracterizado por los puntos de la superficie

Φ†0Φ0 = |φ01|2 + |φ02|2 =
−µ2

2λ
, (6)

donde Φ0 = 〈0|Φ|0〉 es el valor esperado, en el vaćıo, del doblete de Higgs, el cual rompe espontáneamente

a la simetŕıa electrodébil al grupo electromagnético. Debido a que la componente φa del doblete contiene la

información del grupo electromagnético, es necesario que la componente φb desarrolle el valor esperado del

vaćıo. Esto significa que Φ0 debe ser invariante bajo el grupo Ue(1), de manera que si U ∈ Ue(1), entonces

UΦ0 = Φ0, lo cual implica que el generador de este grupo, lo aniquila: QΦ0 = 0. Sin pérdida de generalidad

se puede elegir

Φ0 =
1√
2

0

v

 , (7)

con

v =
−µ2

λ
(> 0), (8)

cualquier otra elección está relacionada con la expresión anterior por medio de una transformación global

del grupo electrodébil, como se mencionó anteriormente, cuando la simetŕıa es global, el resultado es la

presencia de los bosones de Goldstone. El rompimiento espontáneo de la simetŕıa (RES), aparece como

consecuencia de elegir a uno solo del número infinito de vaćıos que existen. La teoŕıa debe ser considerada

en el entorno del estado de mı́nima enerǵıa, para ello de realiza la translación

Φ→ Φ0 + Φ =

 G+
w

v+H+iGz√
2

 , (9)

donde G+
w y Gz son los seudobosones de Goldstone asociados con los bosones de norma débiles W± y Z

respectivamente. Al sustituir la expresión para Φ en la parte cinética de Ls, (DµΦ)†(DµΦ), se obtiene que

2Que el potencial V (Φ†,Φ) sea una función acotada por un mı́nimo requiere que λ sea positiva.
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los campos eigenestados de norma Wµ
a y Bµ, se relacionan con los eigenestados de masa, W±µ , Zµ y Aµ por

W±µ =
1√
2

(
W 1
µ ±W 2

µ

)
, (10)

MW =
gv

2
, (11)

W 3
µ = cwZµ + swAµ, (12)

Bµ = −swZµ + cwAµ, (13)

MZ = cwMW , (14)

MA = 0, (15)

donde sw =senθw, cw =cosθw y θw es el ángulo débil definido por tanθw = g′

g . De las expresiones anteriores

se puede identificar al campo Aµ con el fotón.

2.1.2. El sector de Yang-Mills

Este sector caracteriza la estructura no Abeliana del grupo electrodébil. Los invariantes no pueden ser

construidos con los campos de norma directamente, sino por medio de los tensores de campo SUL(2)×UY (1)

dados por

Wµν = ∂µWν − ∂νWµ + ig[Wµ,Wν ],

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ,

donde Wµν = T aW a
µ . Eliminando los generadores de la primera ecuación, se obtiene el tensor de campo de

Yang-Mills

W a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW a

µ + gεabcW b
µW

c
ν . (16)

Bajo el grupo electrodébil, los tensores de campo se transforman en forma covariante:

Wµν = UWµνU
†, U ∈ SUL(2)

Bµν = Bµν

Con estos objetos covariantes y utilizando la relación Tr[T aT b] = 1
2δ
ab se puede construir el lagrangiano

de Yang-Mills, el cual es invariante de norma

LYM = −1

2
Tr[WµνW

µν ]− 1

4
BµνB

µν

= −1

4
W a
µνW

µν
a −

1

4
BµνB

µν ,
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En términos de los campos eigenestados de masa, el lagrangiano de Yang-Mills toma la forma

LYM = −1

2
Ŵ+
µνŴ

−µν − 1

4
ZµνZ

µν − 1

4
FµνF

µν

+ FµνW
−µW+ν + igcwZµνW

−µW+ν

− 2g2W+
µνW

−µν(W−µW+ν −W+µW−ν),

donde

Ŵ+
µν = D̂µW

+
ν − D̂νW

+
µ ,

Zµν = ∂µZν − ∂νZµ,

Fµν = ∂µFν − ∂νFµ,

con D̂µ = ∂µ − igW 3
µ .

2.1.3. El sector de Yukawa

Dentro del ME, los fermiones y sus interacciones se caracterizan mediante los sectores de Yukawa y

de Corrientes, los cuales tienen estructura de Lorentz diferente. En el primero, la estructura es de tipo

escalar y seudoescalar. Este sector genera las masas de los fermiones quirales por medio del mecanismo de

Higgs y contiene productos de campos eigenestados de norma que vinculan fermiones de diferente helicidad

acoplados al doblete de Higgs.

En la teoŕıa electrodébil no se definen los estados de helicidad derecha para los neutrinos, por lo que

éstos no pueden tener ninguna contribución f́ısica en este sector. El sector de Yukawa corresponde a in-

variantes electrodébiles de dimensión cuatro que se pueden construir con los dobletes izquierdos de los

fermiones, los singletes derechos y el doblete de Higgs. En el caso de los leptones, considerando que no

existen los neutrinos derechos νi, se tiene el siguiente invariante de Lorentz y electrodébil

− Y l
ijLiΦlRj + h.c. (17)

donde los coeficientes, Y l
ij , son adimensionales y arbitrarios, se conocen como constantes de Yukawa. Consi-

derando que en el caso de los quarks existen estados derechos para los dos miembros del doblete izquierdo,

es necesario considerar otro objeto que transforma covariantemente bajo el grupo SUL(2)× UY (1),

Φ̃ = −τ2Φ∗ =

 0 1

−1 0

 φ−

φ0∗

 =

 φ0∗

−φ−

 . (18)
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el cual tiene hipercarga +1. Por lo tanto se puede formar el siguiente invariante de Lorentz y electrodébil

− Y u
ijQiΦ̃uRj − Y d

ijQiΦ̃dRj + h.c. (19)

La expresión anterior, después del rompimiento espontaneo de la simetŕıa, genera las masas de los fermiones,

aśı como sus interacciones con el bosón de Higgs. El lagrangiano renormalizable más general, se puede

descomponer en dos partes independientes

LY = LYq + LYl , (20)

donde LYq y LYl son los lagrangianos del sector de quarks y leptones respectivamente.

2.1.4. El sector de Yukawa de quarks

El lagrangiano del sector de quarks de Yukawa está dado por

LYq = −Y u
ijQ
′
iΦ̃u

′
Rj − Y d

ijQ
′
iΦ̃d

′
Rj + h.c. (21)

donde existe una suma sobre ı́ndices de sabor i, j. La prima denota los campos eigenestados de norma. La

no conservación del sabor, en el lagrangiano, se debe a que las matrices Yu y Yd no están sujetas a ningún

tipo de restricción y en particular no son diagonales. Se definen los siguientes vectores en el espacio de

sabor

U ′ =


u′

c′

t′

 , D′ =


d′

s′

b′

 , E′ =


e′

µ′

τ ′

 , ν ′ =


ν ′e

ν ′µ

ν ′τ

 . (22)

En la norma unitaria, donde los bosones de Goldstone son cero, el doblete de Higgs tiene la forma

Φ =
1√
2

 0

v +H0

 . (23)

En esta norma y en términos de los vectores U ′ y D′ (22), el lagragiano de Yukawa para quarks tiene la

forma

LYq = −
[
1 +

H0

v

] [
U
′
LM

uU ′R +D
′
LM

dD′R

]
+ h.c. (24)

donde Mu y Md son matrices 3× 3 cuyas componentes son de la forma
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Mu
ij =

v√
2
Y u
ij , Md

ij =
v√
2
Y d
ij . (25)

Las masas de los quarks se definen diagonalizando la parte cuadrática del lagrangiano, realizando la trans-

formación unitaria

UL = V u
LU
′
L, DL = V d

LD
′
L, (26)

UR = V u
RU
′
R, DR = V d

RD
′
R. (27)

donde las matrices V u,d
L,R deben ser unitarias si es que se quiere preservar la estructura canónica de los

términos cinéticos que aparecen en el sector de corrientes, por ejemplo

iU
′
Lγ

µ∂µU
′
L = iULV

u
L V

u†
L γµ∂µUL

= iULγ
µ∂µUL,

es decir, la unitariedad de estas matrices de rotación garantiza la existencia de propagadores en su forma

canónica en términos de los nuevos campos, el lagrangiano es de la forma

LYq = −
[
1 +

H0

v

] [
ULV

u
LM

uV u†
L UR +DLV

d
LM

dV d†
L DR

]
+ h.c. (28)

Del álgebra lineal existe un teorema el cual dice:

Para cualquier matriz M siempre es posible encontrar dos matrices unitarias A y B, tal que AMB es

una matriz real y diagonal .

La demostración del teorema se sigue directamete de la descomposición polar de la matriz M dada por

M = HU,

donde H es una matriz hermı́tica y U es unitaria. Dado que toda matriz hermı́tica puede ser diagonalizada

por una matriz unitaria, esto es, S†HS es diagonal con S† = S−1, tomando A = S†, B = U †S, entonces

AMB = (S†)M(U †S) = (S†)HU(U †S) = S†HS
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la cual es una matriz real y diagonal, debido a que los valores de H = H† son reales.

Debido a que las matrices V u,d
L,R son unitarias, el teorema anterior garantiza que las matrices VLMV †R sean

reales y diagonales, como lo requiere la definición del término de masa. Se puede ver que las matrices VL,R

diagonalizan simultaneamente todo el sector de Yukawa, de manera que

LYq =

[
1 +

H0

v

] [
ULM

u
UR +DLM

d
DR

]
+ h.c. (29)

donde las matrices M
u

y M
d

están dadas por

M
u

=


Mu 0 0

0 Mc 0

0 0 Mt

 , M
d

=


Md 0 0

0 Ms 0

0 0 Mb

 , . (30)

El sector de Yukawa en términos de los eigenestados de masa conserva el sabor de quarks, ya que el bosón

de Higgs se acopla a pares del mismo tipo de éstos.

2.1.5. El sector de leptones de Yukawa

El lagrangiano está dado por

LYl = −Y l
ijL
′
iΦl
′
Rj + h.c. (31)

En la norma unitaria y usando los vectores en el espacio de sabor definidos en la ecuación (22) se tiene

LYl = −
[
1 +

H0

v

]
E
′
LM

lE′R + h.c. (32)

donde se ha definido la matriz M l como

M l
ij =

v√
2
Y l
ij .

Se puede observar que el neutrino derecho, desde el principio se define que no exista. Por lo que podemos

elegir la transformación para el vector ν ′ = (ν ′e, ν
′
µ, ν
′
τ ) de la manera más conveniente. En analoǵıa con el

caso de los quarks, las masas de los leptones se definen diagonalizando la parte cuadrática del lagrangiano,

mediante las transformaciones unitarias

EL = V l
LE
′
L, (33)

ER = V l
RE
′
R,
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donde V l
L,R tienen que ser matrices unitarias para preservar la estructura canónica de los términos cinéticos

que aparecen en el sector de corrientes. El lagrangiano en términos de los campos rotados tiene la siguiente

forma

LYl = −
[
1 +

H0

v

]
ELV

l
LM

lV l†
R ER + h.c. (34)

Las matrices V l
LM

lV l†
R son reales y diagonales ya que las matrices V l

R,L son unitarias, además diagonalizan

simultáneamente todo el sector de Yukawa

LYl = −
[
1 +

H0

v

]
ELM

l
ER + h.c. (35)

donde la matriz M
l

está dada por

M
l

=


M e 0 0

0 Mµ 0

0 0 Mτ

 . (36)

En términos de los eigenestados de masa, tal y como ocurre en el sector de quarks, el sector de Yukawa

para leptones conserva el sabor y el bosón de Higgs solo se acopla al mismo leptón cargado.

2.1.6. El sector de corrientes

Este sector se genera al sustituir la derivada ordinaria en la parte cinética de los fermiones quirales por

la derivada covariante asociada al grupo electrodébil, lo cual genera términos de interacción caracterizados

por las estructuras de Lorentz γµ y γµγ5. Las interacciones de los fermiones con los bosones de norma, dan

lugar a las corrientes cargadas y neutras, en términos de los campos eigenestados de norma, los cuales en el

caso de los fermiones serán denotados con una prima. El sector de corrientes conserva el sabor de familias

en la base de eigenestados de norma. Esto se debe a la necesidad de definir correctamente a los términos

cinéticos, los cuales no pueden involucrar el producto de dos términos de diferentes familias, es decir; la

expresión de la forma ifLjγ
µ∂µfLi con i distinto de j, no tiene interpretación directa en el contexto de

campo libre.

El lagrangiano se descompone en dos partes, una que tiene que ver con los quarks únicamente y la otra

con los leptones, esto es:

Lc = Lcq + Lcl , (37)

donde Lcq y Lcl representan los sectores de corrientes de quarks y de leptones respectivamente.
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2.1.7. El sector de corrientes de quarks

El lagrangiano correspondiente está dado por

Lcq = iQ
′
iγ
µDµQ

′
i + iu′Riγ

µDµu
′
Ri + id

′
Riγ

µDµd
′
Ri, (38)

donde existe una suma sobre el ı́ndice de sabor i. En la norma unitaria y usando los vectores definidos en

el espacio de sabor, dados en la ecuación (22), se puede escribir

Lcq =iU
′
Lγ

µ∂µU
′
L + iU

′
Rγ

µ∂µU
′
R + iD

′
Lγ

µ∂µD
′
L + iD

′
Rγ

µ∂µD
′
R

+
g√
2
J+
µW

−µ + h.c.

+
[
guLU

′
LγµU

′
L + guRU

′
RγµU

′
R + gdLD

′
LγµD

′
L + gdRD

′
RγµD

′
R

]
V µ,

con V = γ, Z y J+
µ = u′Liγµτ

+d′Li, donde τ+, es el operador de subida.

Pasando a eigenestados de masa por medio de matrices de rotación dadas en las ecuaciones (26) y (27),

se tienen las siguientes conclusiones:

Las corrientes neutras conservan el sabor, por ejemplo

U
′
LγµU

′
L = ULV

u
L γµV

u†
L UL = ULγµUL, (39)

análogamente para los términos

U
′
Rγ

µ∂U ′R, D
′
Lγ

µD′L, D
′
Rγ

µD′R. (40)

Las corrientes cargadas son diferentes ya que involucran quarks de diferentes familias, en este caso

J+
µ = u′Liγµτ

+d′Li = U
′
LγµD

′
L = ULγµ

(
V u
L V

d†
L

)
DL = ULγµKDL (41)

donde K = V u
L V

d†
L , es la matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) [79, 80]. Existe en general un

efecto observable de violación de sabor fermiónico que se transfiere desde el sector de Yukawa. Se concluye

que las corrientes cargadas no preservan el sabor de quarks.

2.1.8. El sector de corrientes leptónicas

El lagrangiano tiene la siguiente forma

Lcl = iL
′
iγ
µDµL

′
i + il

′
Riγ

µDµl
′
Ri. (42)
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el cual conserva el sabor en términos de los eigenestados de norma. En términos de la norma unitaria y de

los vectores en el espacio de sabor definidos en la ecuación (22), el lagrangiano se puede escribir como

Lcl =iE
′
Lγ

µ∂µE
′
L + iE

′
Rγ

µ∂µE
′
R + iν ′Lγ

µ∂µν
′
L (43)

g√
2
J+
µW

−µ + h.c.

+
[
glLE

′
LγµE

′
L + glRE

′
RγµE

′
R + gνLν

′
Lγµν

′
L

]
V µ,

donde J+
µ = ν ′Liγµτ

+l′Li y V = γ, Z. Debido a que el neutrino desaparece totalmente del sector leptónico

de Yukawa en esta norma, podemos elegir la transformación de estos campos de manera conveniente, en

particular, de manera que elimine los efectos de violación de sabor en las corrientes cargadas. Pidiendo que

los términos cinéticos deben mantener su forma canónica, las transformaciones deben ser unitarias, aśı que

eligiendo a las matrices de rotación EL y ER

EL = V l
LE
′
L, (44)

ER = V l
RE
′
R, (45)

νL = V l
Lν
′
L, (46)

donde se han transformado a los neutrinos con la matriz V l
L. Con la elección anterior podemos ver que el

doblete izquierdo se transforma como

Li = V ′LijL
′
j , (47)

donde V l
L actúa sobre cada componente de Li. Utilizando la definición de J+

µ y las ecuaciones (44), (45),

(46) y (47) se tiene

J+
µ = L

′
iγµτ

+L′i = LjγµV
l
LjiV

l†
Likτ

+Lk = δjkLjγµτ
+Lk = Ljγµτ

+Lj , (48)

es decir no hay cambio de sabor. La ausencia de violación de sabor en el sector leptónico de corrientes no

solo se debe a la inexistencia del neutrino derecho, sino que originalmente es invariante de sabor.

2.2. F́ısica más allá del Modelo Estándar

La f́ısica de neutrinos ha sido uno de los temas con más relevancia en el universo de las part́ıculas

elementales hacia el entendimiento de la naturaleza en su estado fundamental. Su existencia fue propuesta

por Wolfgang Pauli [70] a finales de 1930 en lo que llamó un remedio desesperado para salvar el principio
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de la conservación de la enerǵıa que aparentemente se violaba en los procesos de decaimiento β. En 1932,

Chadwick [71] descubrió una part́ıcula neutra, sin embargo era demasiado pesada para corresponder a la

part́ıcula predicha por Pauli. Esta part́ıcula no deb́ıa tener carga eléctrica, por eso Enrico Fermi [72] la

llamó neutrino que quiere decir el pequeño neutral en Italiano y lo incluyó en lo que fue el primer modelo

de las interacciones débiles (1934). En el momento de su propuesta, la masa de neutrinos se supuso que

era del orden de la masa del electrón e incluso sin masa. Ahora sabemos que los neutrinos tienen masa,

aunque se conocen sólo dos pequeños valores de las diferencias de masas cuadráticas [58]. El origen de la

pequeña masa del neutrino es aún un misterio. Se cree comúnmente que sus masas son una manifestación

de baja enerǵıa de la f́ısica mas allá del Modelo Estándar, y su pequeñez se debe a la supresión generada

por una nueva escala de alta enerǵıa, tal vez relacionada a la unificación de fuerzas. Desde la propuesta de

Pauli, los neutrinos masivos han sido un tema de intensa investigación experimental y teórica.

Es sabido que en el ME hay tres sabores de neutrinos ligeros acoplados mediante interacciones débiles

al bosón de norma Z. Similar al sector de quarks, los eigestados de sabor (o interacción) να, son una

combinación lineal de los eigenestados de masa νi por medio de la matriz de mezcla 3 × 3 unitaria, U ,

usualmente llamada Matriz PMNS [73] (Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata). Denotando los eigenestados

de sabor y masa respectivamente por

να =


νe

νµ

ντ

 , νi =


ν1

ν2

ν3

 .

Tenemos

να = Uνi, (49)

donde los ı́ndices α = e, µ, τ y i = 1, 2, 3 con

U =


Ue1 Ue2 Ue3

Uµ1 Uµ2 Uµ3

Uτ1 Uτ2 Uτ3

 .

Los elementos de la matriz PMNS son parámetros fundamentales del sector de sabor leptónico del Modelo

Estándar. La condición de unitariedad implica que U puede ser descrita por cuatro variables independientes

las cuales son usualmente parametrizadas por [5]

U ≡ U(θ12, θ23, θ13, δ), (50)

15



donde θij son los ángulos de mezcla entre νi y νj , y δ es una fase de Dirac que caracteriza posible violación

de violación de CP.

Siendo eléctricamente neutros, los neutrinos pueden ser part́ıculas de Dirac o Majorana [5]. La diferencia

esencial de estos dos tipos de neutrinos radica en el número de grados de libertad que caracteriza a cada uno:

el neutrino de Dirac masivo requiere de cuatro grados de libertad, mientras que el neutrino de Majorana

requiere sólo de dos [5]. Una implicación importante de esto es que en el caso de los neutrinos de Majorana

la part́ıcula coincide con la antipart́ıcula, lo que se expresa, matemáticamente, a través de la condición

de Majorana, νc = ν, donde νc es el campo de carga conjugada que le corresponde al campo fermiónico

ν. La parametrización de la matriz PMNS es diferente, dependiendo de si los neutrinos son part́ıculas de

Majorana o de Dirac.

Para neutrinos de Dirac, una parametrización conveniente de esta matriz es [5]

U =


c12c13 s12c13 s13e

−iδ

−s12c23 − c12s23s13eiδ c12c23 − s12s23s13eiδ s23c13

s12s23 − c12c23s13eiδ −c12s23 − s12c23s13eiδ c23c13

 , (51)

donde cab =cosθab y sab =senθab. Como se puede apreciar en la ecuación anterior, la matriz PMNS

para neutrinos de Dirac se parametriza mediante los tres ángulos de mezcla θ12, θ13 y θ23, y una fase

compleja, δ, conocida como la fase de Dirac. Los valores de los ángulos de mezcla y la fase de Dirac

se encuentran en los rangos [58] 0 ≤ θab ≤ π
2 , 0 ≤ δ ≤ 2π.

Para los neutrinos de Majorana la situación diferente, ya que la parametrización de U requiere de

dos fases complejas adicionales, las cuales reciben el nombre de fases de Majorana. En este contexto,

las fases de Majorana se pueden factorizar, de manera que la matriz PMNS se expresa como [5]

U = UDDM , (52)

donde DM es una matriz diagonal de la forma

DM = diag(eiλ1 , eiλ2 , eiλ3), (53)

con λ1 = 0. Por otra parte, la matriz UD se parametriza como la matriz mostrada en la ecuación

(51). Una implicación de la factorización mostrada en la ecuación (53) es que los experimentos que

involucran oscilaciones de neutrinos no son sensibles a las masas de Majorana [5]. Las fases complejas

son fuente de violación de la simetŕıa discreta CP .
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La oscilación de neutrinos3 [15] es un fenómeno mecánico−cuántico bien establecido, explicado por la

teoŕıa cuántica de campos. Pauli primero propuso el neutrino para explicar el espectro continuo de electro-

nes en la desintegración β [70]. En la descripción del ME, los neutrinos carecen de masa y son part́ıculas

que interactúan muy débilmente. Sin embargo, para dar una interpretación correcta de los resultados ex-

perimentales se estableció que los neutrinos son masivos y los leptones se mezclan [74,75]. La oscilación de

neutrinos, implica que los neutrinos pueden cambiar de un sabor a otro, también es una consecuencia de las

masas de los neutrinos y la mezcla de leptones. Esto significa que un rayo de neutrinos (producidos a través

de decaimientos de interacciones débiles, correspondientes a algún sabor definido) puede espontáneamente

cambiar, u oscilar, en neutrinos de diferentes sabores, por ejemplo νe ←→ νµ, mientras viajan en el vaćıo.

Las oscilaciones son generadas por la interferencia de diferentes neutrinos masivos, los cuales son produci-

dos y detectados coherentemente por sus muy pequeñas diferencias de masas. Por lo tanto, las oscilaciones

de neutrinos indican una incompletitud del ME y abre una ventana para la f́ısica más allá de ME.

2.3. Dimensiones extras

La propuesta part́ıa de la relatividad general del propio Einstein, que describe el efecto de la gravedad

como curvatura del espacio-tiempo, la diferencia radicaba en que Kaluza hab́ıa extendido la teoŕıa para

examinar las interacciones gravitacionales en un universo vaćıo, pero con una dimensión espacial adicional

a las cuatro del espacio-tiempo de la relatividad de Einstein. Desde la perspectiva convencional, confinados

a tres dimensiones espaciales y una temporal (que llamaremos el espacio de Minkowski), la teoŕıa en el

espacio completo se proyectaba, en objetos en cuatro dimensiones, cuyo contenido teńıa una interpretación

muy diferente. La teoŕıa de un universo vaćıo de cinco dimensiones de Kaluza, al mirarse desde cuatro

dimensiones, se convert́ıa en la teoŕıa de un universo ocupado por ondas electromagnéticas. Esta notable

unificación de dos fenómenos diśımiles recordaba la unificación ocurrida cuando Maxwell mostró que los

fenómenos eléctricos y magnéticos eran dos aspectos complementarios de una entidad más fundamental.

En 1926 Oskar Klein combinó las ideas de Kaluza con algunas ideas de la mecánica cuántica y pudo dar

una estimación cuantitativa tanto de la cuantización de la carga como de la pequeñez e inobservabilidad

práctica de la dimensión adicional. Klein se dedicó a explorar las consecuencias para la teoŕıa cuántica y el

electromagnetismo, y en el curso de su investigación topó con una explicación razonable a la invisibilidad

perceptual de la hipotética quinta dimensión de Kaluza. Las dimensiones del universo que habitamos, las

del espacio de Minkowski, son aparentemente planas e infinitas, en cualquier caso, lo son en una escala

vastamente mayor a la escala en la que transcurren nuestras vidas humanas. Lo que Oskar Klein propońıa

3Este fenómeno fue propuesto a finales de 1950 por Pontecorvo.
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era radicalmente diferente, su solución consist́ıa en considerar una quinta dimensión que no se extend́ıa

haćıa el infinito en ambas direcciones, sino que estaba enrollada sobre śı misma.

Estas extradimensiones teńıan que ser introducidas de modo que tales teoŕıas no contradigan lo que

observamos en nuestro espacio 4-dimensional. La mejor manera de hacer esto es asumir que la razón por la

cual no podemos observar las dimensiones extras es que contrariamente a las 4 dimensiones espacio-tiempo,

las cuales son muy grandes, estas hipotéticas dimensiones extras son finitas, es decir, están compactificadas.

Necesitaŕıamos entonces probar escalas correspondientes al tamaño de las extradimensiones de manera que

puedan ser detectadas. Si el tamaño de las extradimensiones son diminutas, entonces se necesita de enerǵıas

extremadamente altas, debido a las extradimensiones.

¿Que significa compactificar una extradimension? Imaǵınese que nuestra dimension toma cierta forma

compacta, como un circulo, de modo que viajan a lo largo de esta extradimension regresando rápidamente

al origen. Aśı, tomándose la compactificación en un ćırculo como ejemplo, imaginemos que a cada punto

en el espacio, existe un circulo adicional de radio R el cual es ortogonal a todos las dimensiones conocidas

1

Figura 1: Compacti:ficación en un ćırculo de radio R.

En este ejemplo, el espacio-tiempo tiene una topoloǵıa M4×S1 donde M4 es un espacio 4-dimensional

de Minkowski y S1 es un circulo de radio R. Si este radio es lo suficientemente pequeño que no podemos

probar esta estructura en nuestro espacio, la extradimension definida por esta coordenada en esencia seŕıa

no observada.

Las teoŕıas de Kaluza y Klein (KK) inicialmente propońıan una manera de unificar la teoŕıa de Re-

latividad General de Einstein con la teoŕıa Electromagnética [39], sugiriendo un dispositivo ingenioso al

postular una quinta dimensión espacial, la cual tiene una topoloǵıa compacta dada por el ćırculo S1. Dada

la topoloǵıa de la variedad compacta, todos los campos son periódicos respecto a la dimensión extra y de-

beŕıan poderse escribir como una expansión en serie de Fourier, obteniendo una torre infinita de tensores,

vectores y modos escalares con masas cuantizadas en unidades de la inversa del radio de S1. Sin embargo

la teoŕıa fue abandonada debido a problemas de consistencia. Con el paso del tiempo, el procedimiento

de KK se implementó a cualquier teoŕıa de campo, diferente a Relatividad General, obteniendo de esta
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manera teoŕıas efectivas de Kaluza-Klein. Al aplicar el procedimiento de KK a teoŕıas de norma formu-

ladas en un espacio-tiempo con dimensiones extras universales compactas surgen campos de norma, sin

embargo hay modos de Kalula- Klein que no son campos de norma, llamados excitaciones de KK, dotados

de masa en la ausencia de un vaćıo degenerado, de donde se infiere que el procedimiento de KK es otro

mecanismo de generación de masas, alternativo al rompimiento espontáneo de simetŕıa [48–50]. Existen

varios modelos con dimensiones extras que surgen de diversas motivaciones f́ısicas [49]. Las dimensiones

extras, para que sean detectables, deben ser compactas pero de un tamaño compatible con las enerǵıas en

consideración. Pueden ser planas o involucrar una métrica extra-dimensional deformada, como los modelos

de Randall-Sundrum (RS) [39, 40]. Las dimensiones extras pueden ser accesibles solo por gravedad, como

los modelos de Arkani-Hamed, Dimopoulos, Dvali (ADD) [37–39], o incorporar campos del ME dentro de

las dimensiones adicionales, como los modelos de Dimensiones Extras Universales (DEU) [35]. En parti-

cular, los modelos DEU consisten de un espacio-tiempo 4+ n dimensional con todas las n dimensiones

adicionales compactas. En estas teoŕıas, los campos de norma y materia viven igualmente en todas las

dimensiones; además, su cuantización requiere que los parámetros de norma estén también definidos en

todas las dimensiones [35]. Las caracteŕısticas que definen a los modelos DEU son el número de dimensiones

extras compactas, su topoloǵıa y sus tamaños. Las teoŕıas con dimensiones extras se volvieron populares

desde que se argumentó [35] que dimensiones extras relativamente grandes podŕıan manifestarse a la escala

de TeVs, lo que las convierte en foco de atención fenomenológica [48]. En efecto, si existen dimensiones

extras relativamente grandes, éstas podŕıan afectar la dinámica de las part́ıculas conocidas, estando, por

lo tanto, al alcance de los experimentos que se realizarán en el colisionador LHC.

2.3.1. Compactificación

Consideremos una teoŕıa d -dimensional (d = 4 + n), con d extradimensiones y una acción definida

como [81]

Sd =

∫
dzdLD [φz] (54)

entonces decimos que la teoŕıa esta compactificada sobre M4×C, donde M4 es el espacio de Minkowski y C

un espacio compacto si las coordenadas pueden dividirse como Zm = (xu, ym), (u = 0, 1, 2, 3;m = 1, ..., d) y

las coordenadas ym describen a un espació compacto C. La lagrangiana 4-dimensional es obtenida después

de integrar sobre las coordenadas compactas ym como

L =

∫
dydLD [φ(xm, ym)] (55)

esta lagrangiana contiene la propagación y las interacciones de todos los campos, masivos y no masivos.
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2.3.2. Reducción Dimensional

Para tener una idea de como se llegara a una teoŕıa 4-dimensional a partir de una de mayor dimensión

tomemos el caso de que tenemos una lagrangiana 5-dimensional, donde la quinta dimension está compac-

tificada en un ćırculo de radio a. Sea φ un campo escalar para el cual una acción espacio-temporal toma

la forma

Sd=5 =

∫
dx4dy

(
∂Aφ∂Aφ−m2φ∗φ

)
(56)

donde A corresponde al espacio-tiempo de Minkowski, con A = µ, y x4 = y, para A = 4. Puesto que la

quinta dimension es un circulo, φ debe de ser periódica a lo largo de la coordenada y, es decir, tendremos

que

φ(xµ, y) = φ(xµ, y + 2πR)φn(xµ) expin
n
R (57)

esto quiere decir que el campo se puede expandir en series de Fourier de la siguiente manera

φ(xµ, y) =
1√
2πR

∞∑
n=−∞

φn(xµ) expin
y
R (58)

ahora integramos respecto de y para obtener la siguiente acción

S =
∑
n

∫
dx4

[
∂µφ

n∂µφn −
(
m2 +

n2

R2

)
φnφn

]
(59)

que describe una teoŕıa de campos 4-dimensional con un número infinito de campos escalares φn, los cuales

son conocidos como los modos KK de φ. La masa de estos campos está dada por la siguiente expresión

mn =

√
m2 +

n2

R2
(60)

2.3.3. Caracteŕısticas generales de teoŕıas de campos en dimensiones extras

Se propone una extensión del ME definiendo una variedad del espacio-tiempo plano es d = 4 + n,

Md = M4 × N d, donde M4 es el espacio-tiempo de Minkowski 4-dimensional y N d una variedad d -

dimensional representando una extensión puramente espacial, con d arbitrario.

Como punto de partida, se considera una teoŕıa de campo efectiva [51, 52], la cual es gobernada por los

grupos de Poincaré ISO(1, 3 +n) y de norma G(Md)SM ≡ SUC(3,Md)×SUL(2,Md)×UY (1,Md), cuyos

parámetros son definidos sobre toda la variedad Md. Los campos de materia y de norma de la teoŕıa,

denotados colectivamente por ΦA(x, x), con (x, x) ∈ Md, proporcionan una representación del grupo de

Lorentz extendido SO(1, 3 + n). Bajo estas consideraciones, la acción de la teoŕıa puede ser escrita como
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S =

∫
d4xdnxL4+n (ΦA(x, x), ∂MΦA(x, x)) (61)

con

Ln+4 = LSM4+n (ΦA(x, x), ∂MΦA(x, x)) +
∑
K,i

λK,i
ΛK
OK+d
i (ΦA(x, x), ∂MΦA(x, x)) (62)

donde el primer término corresponde a una extensión directa de la estructura funcional del lagrangiano del

ME 4-dimensional a la variedad d -dimensional, el cual no es renormalizable en el sentido de Dyson [53].

Debido a esto no existe criterio para ignorar las invariantes de más altas dimensiones, de ah́ı toda la razón

de incluir el segundo término en la Eq. 62, el cual de hecho, corresponde a una serie infinita, compuesta por

operadores invariantes de Lorentz y de norma, OK+d
i , de dimensión canónica mayor que d, multiplicados

por constantes de acoplamiento desconocidos λK,i/Λ
K , donde Λ es una escala de enerǵıa. Bajo estas supo-

siciones mencionadas y después de hipótesis juiciosas la Eq. 62, nos permite construir una teoŕıa efectiva

para el ME extra-dimensional, incluye el ME, más términos que involucran interacciones entre campos del

ME y excitaciones de KK, aśı como interacciones sólo entre campos de KK.

La idea esencial consiste en pasar de la teoŕıa descrita anteriormente, la cual esta gobernada por los

grupos extendidos {ISO(1, 3 +n),G(Md)SM} , a una teoŕıa que sea invariante bajo los grupos de simetŕıa

estándar {ISO(1, 3),G(Md)SM}. Para llevar acabo esto es necesario implementar dos transformaciones

de punto. En una primera transformación, uno mapea objetos covariantes de SO(1, 3 + n) en objetos

covariantes de SO(1, 3). Sin embargo, la teoŕıa que resulta de está transformación esta escrita en campos

que aun dependen de los puntos de variedad completa, (x, x), por lo que es necesario realizar una segunda

transformación que nos permita remover los puntos x como ı́ndices de conteo de grados de libertad. Dicho de

manera equivalente, es necesario eliminar todo papel dinámico del subgrupo ISO(n) de ISO(1, 3+n), ya que

deseamos arribar a una teoŕıa en la que las únicas simetŕıas exactas sean dictadas por los grupos estándar

{ISO(1, 3 + n),G(Md)SM}. Dado que los mapeos que se implementan son invertibles, lo que en realidad

se está haciendo es ocultar la simetŕıa {ISO(1, 3 + n),G(Md)SM} en la simetŕıa {ISO(1, 3),G(Md)SM}.

Pero esto es lo que permite dotar con masa a los campos de norma, ya que bajo la perspectiva del grupo

{ISO(1, 3),G(Md)SM} aparecen como representaciones tensoriales de G(Md)SM , es decir como campos

de materia. Aunque el ocultamiento de la simetŕıa es común en el mecanismo de Higgs, en nuestro caso

no existe rompimiento de simetŕıa espontaneo de la simetŕıa ya que G(Md)SM y G(M4)SM son idénticos

como grupos de Lie (tiene el mismo número de generadores), pero difieren como grupos de norma debido a

que tienen diferentes variedades de soporte. En nuestro caso, el mecanismo que dota de masa a los campos

de norma tiene que ver con un segundo mapeo, dado por una serie de Fourier multidimensional, el cual,

en esencia, es un mapeo de grupo de las traslaciones extendido T (1, 3 + n) al grupo de las traslaciones
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estándar T (1, 3). Las masas de Kaluza-Klein surgen de la actuación de las derivadas con respecto a las

dimensiones extras, lo cual tiene que ver con los generadores del subgrupo de las traslaciones T (n).

Ahora pasemos a describir brevemente el primero de los mapeos. En el caso donde ΦA(x, x), representa un

campo escalar Φ(x, x), también es un escalar con respecto SO(1, 3), si Φ(x, x) representa una componente de

un campo vectorial de S = (1, 3+n), este puede ser renombrado como AM (x, x)(M = 0, 1, 2, ..., 3; 5, ..., d ≡

µ;µ), el cual es mapeado a dos objetos diferentes de un campo vectorial de componentes Aµ y n campos

escalares, denotados por Aµ para el caso de un espinor Φ(x, x) (de 2d/2 = 2
4+n
2 , componentes con d

par) de SO(1, 3 + n) puede ser desdoblado en 2
n
2 espinores de (4-componentes) de SO(1, 3). En general

la transformación del conjunto de objetos {ϕα}, de la misma cardinalidad, bien definidos con respecto

a SO(1, 3), es una transformación de punto que puede ser elevada a una transformación canónica en el

formalismo de Hamiltoniano [54, 55]. Esta transformación es importante, ya que al cuantizar el sistema

es necesario tener objetos bien definidos respecto a las simetŕıas espacio-temporales estándar. Bajo este

mapeo el lagrangiano 62 es ahora una función de los campos covariantes de ISO(1, 3), {ϕα}, el cual

podemos escribir simbólicamente como

L4+n = LSM4+n(ϕα, ∂µϕα, ∂µϕα) +
∑
K,i

λK,i
ΛK
Ok+di (ϕα, ∂µϕα, ∂µϕα) (63)

La teoŕıa definida por 63 es todav́ıa invariante bajo el grupo de norma G(Md)SM y es manifiestamente

invariante bajo SO(1, 3). Aunque la simetria de ISO(1, 3 + n), todav́ıa esta presente, ya no es manifiesta,

es oculta [55].

Para implementar un segundo mapeo, uno necesita asumir que la variedad N n es compacta e introducir

una geometŕıa espećıfica. De forma general se asume N n es dada por n copias del orbifold S1/Z2, donde,

en general uno puede introducir diferentes radios Ri para cada copia. Entonces uno puede asumir que los

campos {ϕα(x, x)}, son periódicos en las dimensiones extras espaciales, permitiendo realizar un mapeo

canónico [54], que asegura desde el punto de vista clásico, la equivalencia de teoŕıas antes y después de la

compatificación. Este mapeo es una expansión en serie de Fourier de los campos básicos, cuyos coeficientes

dependen únicamente de x, {φ(0,...,o)α (x), φ(m1,0,...,0)(x), ..., φ
(m1,...,mn)
α (x)} ≡ {φ(0)α , φ

(m)
α }, con mi ∈ N− {0}.

Donde el ı́ndice de Fourier colectivo (m), significa alguna combinación de (m1, ...,mn), con mi ∈ N y la

opción de (0, ..., 0) ≡ (0), modo cero, es excluido considerando únicamente los modos excitados de KK. Nos

referimos a cada tipo de coeficientes, como una torre de excitaciones de KK de un campo correspondiente,

bajo este lenguaje especial, algún campo ϕα tiene asociado 2n − 1 torres de excitaciones de KK φ
(m)
α y un

modo cero φ
(0)
α .

Con el fin de recuperar el ME en el limite cuando Ri → 0, es necesario definir una paridad sobre cada

campo. Los campos básicos que podrán tener el modo cero de KK, φ
(0)
α , en la expansión, los identificaremos

como los campos del ME 4-dimensional, es decir, la teoŕıa de bajas enerǵıas. De esta forma, el conjunto
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de campos {ϕα} es dividido en campos pares {ϕEα } e impares {ϕOα′}, tal que su expansión de Fourier es

escrita de manera sucinta como

ϕEα (x, x) = φ(0)α (x)f
(0)
E +

∑
(m)

φ(m)
α (x)f

(m)
E (p · x) (64)

ϕOα′(x, x) =
∑
(m)

φ
(m)
α′ (x)f

(m)
O (p · x) (65)

donde el śımbolo de
∑

(m) resume un total de 2n − 1 series diferentes de la siguiente forma

∑
(m)

φ(m)(x)f
(m)
E,O(p · x) =

∞∑
m1=1

φ(m1,0,...,0)(x)f
(m1,0,...,0)
E,O (p · x) +

∞∑
m2=1

φ(0,m2,0,...,0)(x)f
(0,m2,0,...,0)
E,O (p · x)

+...+
∞∑

m1,m2

φ(m1,m2,0,..,0)(x)fm1,m2,0,...,0(x)fm1,m2,0,...,0
E,O (p · x) + ...

+
∞∑

m1,...,mn=1

φ(m1,...,mn)(x)f
(m1,...,mn)
E,O (p · x) (66)

La masa de una part́ıcula que se propaga en la variedad 4+n-dimensional es PMP
M = m2

φ(0)
, con momento

PM = {pµ, pµ}, donde, de las relaciones ∂µf
(m)
O,E(p · x) = ±pµf (m)

E,O(p · x), el momento correspondiente a las

dimensiones extras, pµ, se discretiza de manera natural, ya que este depende del modo de KK (m). Desde

la perspectiva de SO(1, 3), se tiene pµp
µ = −pµpµ+m2

φ(0)
, consecuentemente las excitaciones de KK surgen

con masa igual4

m2
φ(m) = m2

(m) +m2
φ(0)

; −pµpµ ≡ m2
(m) (67)

De los puntos anteriores, puede verse que este proceso de compactifición induce un mecanismo de tipo

Higgs [54], donde la escala de compactificación, m(m), contribuye a las masas de las excitaciones de KK

exclusivamente en la forma de 67. El mapeo de 6465, conduce a un sistema f́ısico cuyos grados de libertad,

{φ(0)α (x), φ
(m)
α (x), φ

(m)
α′ (x)}, ya no necesitan de ı́ndices continuos x.

Después de asumir la paridad sobre los parámetros de norma α(x, x), (similar a 65), las transformaciones

de norma asociados con G(Md) se descomponen en dos tipos de transformaciones de norma independientes,

un grupo de transformaciones de norma esta definido por parámetros α(0)(x), el modo cero de KK, el cual

corresponde a la Transformación de Norma Estándar (TNE) del ME enM4, describiendo al grupo de nor-

ma G(M4)SM = SU(3,M4)×SU(2,M4)×U(1,M4). Los otros tipos de transformaciones de norma están

determinados por los parámetros α(m)(x), las cuales llamamos Transformaciones de Norma No Estándar

(TNNE), las cuales no forman un álgebra cerrada de Lie. Como se ha demostrado en [54,55], la existencia

4Usamos la métrica con signatura negativa: gMN = diag(1,−1, ...,−1)
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de estos dos tipos de simetŕıas es común al fenómeno de ocultamiento de una simetŕıa. Para cuantizar la

teoŕıa, es necesario tener en cuenta ambos tipos de transformaciones de norma [55].

Después de sustituir la expansión de Fourier e integrar las dimensiones extras compactas a la acción

61, uno tiene una teoŕıa efectiva en la que las simetŕıas estándar {SO(1, 3),G(M4)SM}, son manifiestas,

esto es

Leff = LD=4
eff + LD>4

eff (68)

donde LD=4
eff , viene directamente de LSMeff en la ecuación 63 y contiene solo interacciones renormalizables

descritas por

LD=4
eff = LSM

(
φ(o)α , ∂µφ

(0)
α

)
+
∑
(m)

L(m)
(
φ(o)α , ∂µφ

(0)
α ;φ(n)α , ∂µφ

(n)
α

)
(69)

siendo LSM el lagrangiano del ME. El segundo término corresponde a una serie infinita que contiene

acoplamientos entre campos del ME y excitaciones de KK, aśı como interacciones únicamente entre exci-

taciones de KK. Este lagrangiano depende de la escala de compactificación v́ıa las masas de los campos de

excitaciones de KK, (m), asociados a las part́ıculas conocidas, pero no depende de la escala de Λ, además

se espera que v < m(m) < Λ, con v la escala de Fermi. También debido a la presencia de los campos

de excitaciones de KK, el lagrangiano de 69, además de las divergencias que surgen de la teoŕıa cuántica

de campos asociado con los efectos de distancias cortas, contiene divergencias que surgen de considerar

contribuciones virtuales de número infinito de part́ıculas, a saber, las excitaciones de KK.

El término LD>4
eff en 68 contiene solo términos no renormalizables, los cuales dependen expĺıcitamente (y

posiblemente implicitamente a través de los coeficientes desconocidos) de la escala de la nueva f́ısica Λ. Tal

lagrangiano está descrito por

LD>4
eff =

∑
K,i

αK, i

ΛK
O(K+4)
i

(
φ(0)α , ∂µφ

(0)
α

)
+
∑
K,i

βK, i

ΛK

∑
(m)

O(k+4)(m)
i

(
φ(0)α , ∂µφ

(0)
α ;φ(n)α , ∂µφ

(n)
α

)
(70)

donde el primer término depende únicamente de los modos cero, esto es, de las part́ıculas de ME, mientras

que el segundo término depende también de las excitaciones de KK. Este lagrangiano depende de las tres

escalas: v,R−1 (R tamaño de la variedad compacta o escala de enerǵıa de compactificación) y Λ.

Es el lagrangiano LD=4
eff , el cual contiene términos de dimensión canónica D = 4 y es derivado de la

extensión directa de ME como sigue

LD=4
eff =

∫
dnxLSM(4+n) (71)
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donde

LSM(4+n) = LYM(4+n) + LH(4+n) + LC(4+n) + LY(4+n) (72)

con LYM(4+n),L
H
(4+n),L

C
(4+n),L

Y
(4+n) denotan, la generalización directa (4+n)-dimensional de los sectores de

Yang-Mills, Higgs, Corrientes y Yukawa tal como los conocemos en ME 5.

2.3.4. Lagrangianos para las reglas de Feynman

Los lagrangianos de donde se deducen las reglas de Feynman, son los siguientes 6

L
A(0)`

(k)
α `

(k)
α

= eN`A
(0)
µ

[
`
(k)
1,αγ

µ`
(k)
1,α + `2,αγ

µ`
(k)
2,α

]
(73)

L
A(0)ν

(k)
j ν

(k)
j

= eNνA
(0)
µ

[
ν
(k)
1,αγ

µν
(k)
1,j + ν2,jγ

µν
(k)
2,j

]
(74)

L
ν
(0)
j `

(k)
α W (k) =

gUαj√
2
W (k)
µ + ν

(0)
l γµPL

[
sinθ

`
(k)
α
`
(k)
1,α − cos θ

`
(k)
α
`
(k)
2,α

]
+H.c. (75)

L
`
(k)
β ν

(k)
l W (k) =

gU∗βj√
2
W (k)
µ + `

(0)
β γµPL

[
sinθ

ν
(k)
j

ν
(k)
1,j − cos θ

ν
(k)
j

ν
(k)
2,j

]
+H.c. (76)

5Para mayor detalles sobre el Modelo Estándar mińımamente extendido en dimensiones extras, se recomienda revisar
[5, 54,55,57].

6Las reglas de Feynman se encuentran en el apéndice A.
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3. Metodoloǵıa

3.1. Decaimiento de l
(0)
α → A

(0)
µ l

(0)
β .

El decaimiento que se estudiará, es de un leptón cargado que decae a otro leptón cargado y un fotón

l
(0)
α → γ(0)l

(0)
β . que puede representarse como 2

Figura 2: Representación gráfica del decaimiento estudiado.

3.2. Diagramas de Feynman.

Los diagramas de Feynman son formas gráficas para representar las interacciones. Cada punto en el

que las ĺıneas se unen se llama vértice, y en cada vértice se puede examinar las leyes de conservación que

rigen las interacciones de part́ıculas. Cada vértice debe conservar la carga y el momento.

Los diagramas desarrollados por Feynman para describir las interacciones en la electrodinámica cuántica

(QED), han encontrado uso en la descripción de una variedad de interacciones de part́ıculas.

Los diagramas de Feynman que contribuyen a a la amplitud de probabilidad son los siguientes:

1) Modos de Klauza-Klein de norma.

2) Pseudo-bosones de Goldstone.

3) Modos de Klauza-Klein escalares.

En nuestro caso nos centraremos en los modos excitados de Kauza-Klein de norma, de modo que los

diagramas de Feynman son los siguientes.

Para poder calcular las expresiones anaĺıticas de nuestros diagramas de F eynman y la amplitud de

probabilidad, es necesario conocer las reglas de los propagadores y los vértices 7.

7Las reglas de Feynman para los propagadores y vértices se encuentran en el apéndice A.
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Figura 3: Diagramas de Feynman que contribuyen a la amplitud.

3.3. Calculo de la expresión anaĺıtica de los diagramas de Feynman

1. Planteamiento de las expresiones anaĺıticas correspondientes a los diagramas de Feynman que con-

tribuyen a la amplitud del proceso l
(0)
α → γ(0)l

(0)
β .

2. Este cálculo contiene elementos que dependen de la norma, pero, estando este vértice definido en la

capa de masa, se usará la norma unitaria [29, 34,35].

Se procedió a calcular las expresiones anaĺıticas de la siguiente manera, para cada uno de los diagramas

de Feynman:

Primero se calcula la expresión anaĺıtica para cada diagrama de Feynman.

Tomando que la norma unitaria ξ →∞.

Se suman los diagramas de Feynman.
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Figura 4: Diagrama de Feynman I.

Usando las reglas de Feynman podemos escribir la forma anaĺıtica del primer diagrama de Feynman 4,

en la cual se está integrando sobre el lazo k, donde tenemos dos ĺıneas externas, la primera corresponde

a una matriz renglón U(P1,ml
(0)
β

), la segunda corresponde a una matriz columna U(P1,ml
(0)
α

), los demás

términos corresponden a los propagadores del bosón, del campo del neutrino y el campo del leptón y los

vértices

Uβζ
j(n)
1 Uα =

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)
ig sin(θnνj)√

2
UβjγρPL

i

(
�k +m

ν
(n)
j

)
k2 −m2

ν
(n)
j

ig sin(θnνj )√
2

U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)

× −i
(P2 − k)2 −m2

W (n)

(
gρν − (1− ξ) (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

)

× −i
(P1 − k)2 −m2

W (n)

(
gλη − (1− ξ) (P1 − k)λ(P1 − k)η

(P1 − k)2 − ξm2
W (n)

)
×ie[gλµ(P2ν − 2P1ν + kν) + gλν(−2kµ + P1µ + P2µ) + gνµ(−2P2λ + kλ + P1λ)]εµ∗s (q) (77)

de la forma anaĺıtica del primer diagrama de Feynman, podemos factorizar las constantes, donde e es la

carga eléctrica elemental, g es la constante de acoplamiento de los grupos SU(2)L × U(1)Y y la función

sin2(θnνj), que depende del angulo de mezcla de los neutrinos

Uβζ
j(n)
1 Uβ = −

g2 sin2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγρPL
�k +m

ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)

× 1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

(
gρν − (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

+
ξ(P2 − k)ρ(P2 − k)ν

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

)

× 1

(P1 − k)2 −m2
W (n)

(
gλη − (P2 − k)λ(P2 − k)η

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

+
ξ(P2 − k)λ(P2 − k)η

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

)
×ie[gλµ(P2ν − 2P1ν + kν) + gλν(−2kµ + P1µ + P2µ) + gνµ(−2P2λ + kλ + P1λ)]εµ∗s (q) (78)
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para poder calcular en la norma unitaria es importante poder rescribir el propagador del bosón W (n), para

no tener divergencias a la hora de tomar el ĺımite, para ello factorizamos ξ del numerador en el propagador

del bosón

Uβζ
j(n)
1 Uβ = −

g2 sin2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγρPL
�k +m

ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)

× 1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

gρν − (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

+
(P2 − k)ρ(P2 − k)ν

(P2 − k)2

ξ
−m2

W (n)



× 1

(P1 − k)2 −m2
W (n)

gρν − (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

+
(P2 − k)ρ(P2 − k)ν

(P2 − k)2

ξ
−m2

W (n)


×ie[gλµ(P2ν − 2P1ν + kν) + gλν(−2kµ + P1µ + P2µ) + gνµ(−2P2λ + kλ + P1λ)]εµ∗s (q) (79)

tomando la norma unitaria ξ →∞, tendremos términos que no van a contribuir al propagador del bosón,

de manera que la forma anaĺıtica para el primer diagrama es la siguiente

Uβζ
j(n)
1 Uβ = −

g2 sin2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγρPL
�k +m

ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)

× 1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

(
gρν − (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

m2
W (n)

)
1

(P1 − k)2 −m2
W (n)

(
gρν − (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

m2
W (n)

)
×ie[gλµ(P2ν − 2P1ν + kν) + gλν(−2kµ + P1µ + P2µ) + gνµ(−2P2λ + kλ + P1λ)]εµ∗s (q) (80)

Dado que los dos primeros diagramas de Feynman son muy parecidos, la única diferencia es que tenemos

un neutrino ν
(n)
2,j , el razonamiento será el mismo. Usando las reglas de Feynman podemos escribir la forma

Figura 5: Diagrama de Feynman II.

anaĺıtica para el segundo diagrama de Feynman 5, en la cual se esta integrando sobre el lazo k, donde
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tenemos dos ĺıneas externas, la primera corresponde a una matriz renglón U(P1,ml
(0)
β

), la segunda corres-

ponde a una matriz columna U(P1,ml
(0)
α

), los demás términos corresponden a los propagadores del bosón,

del campo del neutrino y el campo del leptón y los vértices

Uβζ2Uα =

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)
−ig cos(θnνj )√

2
UβjγρPL

i

(
�k +m

ν
(n)
j

)
k2 −m2

ν
(n)
j

−ig cos(θnνj )√
2

U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)

× −i
(P2 − k)2 −m2

W (n)

(
gρν − (1− ξ) (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

)

× −i
(P1 − k)2 −m2

W (n)

(
gλη − (1− ξ) (P1 − k)λ(P1 − k)η

(P1 − k)2 − ξm2
W (n)

)
×ie[gλµ(P2ν − 2P1ν + kν) + gλν(−2kµ + P1µ + P2µ) + gνµ(−2P2λ + kλ + P1λ)]εµ∗s (q) (81)

de la forma anaĺıtica del segundo diagrama de Feynman, podemos factorizar las constantes y la función

cos2(θnνj), que depende del angulo de mezcla de los neutrinos

Uβζ
j(n)
2 Uβ = −

g2 cos2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγρPL
�k +m

ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)

× 1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

(
gρν − (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

+
ξ(P2 − k)ρ(P2 − k)ν

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

)

× 1

(P1 − k)2 −m2
W (n)

(
gλη − (P2 − k)λ(P2 − k)η

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

+
ξ(P2 − k)λ(P2 − k)η

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

)
×ie[gλµ(P2ν − 2P1ν + kν) + gλν(−2kµ + P1µ + P2µ) + gνµ(−2P2λ + kλ + P1λ)]εµ∗s (q) (82)

pará poder calcular en la norma unitaria es importante poder rescribir el propagador del bosón W (n), para

no tener divergencias a la hora de tomar el ĺımite, para ello factorizamos ξ del numerador en el propagador

del bosón

Uβζ
j(n)
2 Uβ = −

g2 cos2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγρPL
�k +m

ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)

× 1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

gρν − (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

+
(P2 − k)ρ(P2 − k)ν

(P2 − k)2

ξ
−m2

W (n)



× 1

(P1 − k)2 −m2
W (n)

gρν − (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

+
(P2 − k)ρ(P2 − k)ν

(P2 − k)2

ξ
−m2

W (n)


×ie[gλµ(P2ν − 2P1ν + kν) + gλν(−2kµ + P1µ + P2µ) + gνµ(−2P2λ + kλ + P1λ)]εµ∗s (q) (83)
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tomando la norma unitaria ξ →∞, tendremos términos que no van a contribuir al propagador del bosón,

de manera que la forma anaĺıtica para el segundo diagrama es la siguiente

Uβζ
j(n)
2 Uβ = −

g2 cos2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγρPL
�k +m

ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)

× 1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

(
gρν − (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

m2
W (n)

)
1

(P1 − k)2 −m2
W (n)

(
gρν − (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

m2
W (n)

)
×ie[gλµ(P2ν − 2P1ν + kν) + gλν(−2kµ + P1µ + P2µ) + gνµ(−2P2λ + kλ + P1λ)]εµ∗s (q) (84)

Dado que los dos primeros diagramas de Feynman, son muy parecidos, podemos sumar las expresiones

anaĺıticas de ζ
j(n)
1 y ζ

j(n)
2 , que corresponden a Λ

j(n)
1 , es importante notar que lo único que cambia son las

funciones sin2(θnνj) por el cos2(θnνj), por ello podremos factorizar estos términos

UβΛ
j(n)
1 Uα = Uβζ

j(n)
1 Uα + Uβζ

j(n)
2 Uα = −

(
g2 cos2(θnνj )

2
+
g2 sin2(θnνj )

2

)
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγρPL
�k +m

ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)

× 1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

(
gρν − (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

m2
W (n)

)
1

(P1 − k)2 −m2
W (n)

(
gρν − (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

m2
W (n)

)
×ie[gλµ(P2ν − 2P1ν + kν) + gλν(−2kµ + P1µ + P2µ) + gνµ(−2P2λ + kλ + P1λ)]εµ∗s (q) (85)

usando la identidad de cos2 θnνj + sin2 θnνj = 1, que corresponden a la suma de ζ
j(n)
1 y ζ

j(n)
2 , podemos

obtener finalmente Λ
j(n)
1

UβΛ
j(n)
1 Uα =

g2e

2

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγρPL
�k +m

ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)

× 1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

(
gρν − (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

m2
W (n)

)
1

(P1 − k)2 −m2
W (n)

(
gρν − (P2 − k)ρ(P2 − k)ν

m2
W (n)

)
×ie[gλµ(P2ν − 2P1ν + kν) + gλν(−2kµ + P1µ + P2µ) + gνµ(−2P2λ + kλ + P1λ)]εµ∗s (q) (86)

Para los siguientes pares de diagramas de Feynman, que corresponden a ζ
j(n)
3 y ζ

j(n)
4 , el razonamiento

es idéntico, ocupamos las reglas de Feynman para poder encontrar las expresiones anaĺıticas. La forma

anaĺıtica para el tercer diagrama de Feynman 6, en la cual se está integrando sobre el lazo k, donde tenemos

dos lineas externas, la primera corresponde a una matriz renglón U(P1,ml
(0)
β

), la segunda corresponde a una

matriz columna U(P1,ml
(0)
α

), los demás términos corresponden a los propagadores del bosón, del campo

31



Figura 6: Diagrama de Feynman III.

del neutrino y el campo del leptón y las reglas de los vértices

Uβζ
j(n)
3 Uα =

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)(−i)eγµ
i

(
��P1 +m

l
(0)
β

)
P 2
1 −m2

l
(0)
β

−ig sin(θnνj )√
2

UβjγλPL

i

(
��K +m

ν
(n)
j

)
k2 −m2

ν
(n)
j

×
−ig sin(θnνj )√

2
U∗αjγηPLU(P1,ml

(0)
α

)
−i

(P1 − k)2 −m2
W (n)

(
gλη − (1− ξ) (P1 − k)λ(P1 − k)η

(P1 − k)2 − ξm2
W (n)

)
εµ∗s (q) (87)

de la forma anaĺıtica del tercer diagrama de Feynman, podemos factorizar las constantes y la función

sin2(θnνj), que depende del angulo de mezcla de los neutrinos

Uβζ
j(n)
3 Uα = −

g2 sin2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)γµ
��P1 +m

l
(0)
β

P 2
1 −m2

l
(0)
β

UβjγλPL

��K +m
ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

·U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)
1

(P1 − k)2 −m2
W (n)

(
gηλ − (P1 − k)η(P1 − k)λ

(P1 − k)2 − ξm2
W (n)

+
ξ(P1 − k)η(P − 1− k)λ

(P1 − k)2 − ξm2
W (n)

)
εµ∗s (q)

(88)

para poder calcular en la norma unitaria es importante poder rescribir el propagador del bosón W (n), para

no tener divergencias a la hora de tomar el ĺımite, para ello factorizamos ξ del numerador en el propagador
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del bosón

Uβζ
j(n)
3 Uα = −

g2 sin2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)γµ
��P1 +m
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β
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β
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(P1 − k)2
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−m2

W (n)

 εµ∗s (q)

(89)

tomando la norma unitaria ξ →∞, tendremos términos que no van a contribuir al propagador del bosón,

cuando tomemos el ĺımite , de manera que la forma anaĺıtica para el tercer diagrama es la siguiente

Uβζ
j(n)
3 Uα = −

g2 sin2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml
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β

)γµ
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β
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1
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W (n)

(
gηλ − (P1 − k)η(P − 1− k)λ

m2
W (n)

)
εµ∗s (q) (90)

El razonamiento es el mismo, la expresión anaĺıtica para el cuarto diagrama de Feynman7, tendremos

Figura 7: Diagrama de Feynman IV.

la integral sobre el lazo k, consideramos de la misma forma que tenemos dos lineas externas la primera

corresponde a una matriz renglón U(P1,ml
(0)
β

), la segunda corresponde a una matriz columna U(P1,ml
(0)
α

),

los demás términos corresponden a los propagadores del bosón, del campo del neutrino y el campo del
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leptón y las reglas de los vértices

Uβζ
j(n)
4 Uα =

∫
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)
εµ∗s (q) (91)

de la forma anaĺıtica del cuarto diagrama de Feynman, podemos factorizar las constantes y la función

cos2(θnνj), que depende del angulo de mezcla de los neutrinos
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+
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(92)

para poder calcular en la norma unitaria es importante poder rescribir el propagador del bosón W (n), para

no tener divergencias a la hora de tomar el ĺımite, para ello factorizamos ξ del numerador en el propagador

del bosón

Uβζ
j(n)
4 Uα = −

g2 cos2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)γµ
��P1 +m

l
(0)
β

P 2
1 −m2

l
(0)
β

UβjγλPL

��K +m
ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

·U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)
1

(P1 − k)2 −m2
W (n)

gηλ − (P1 − k)η(P1 − k)λ

(P1 − k)2 − ξm2
W (n)

+
(P1 − k)η(P − 1− k)λ

(P1 − k)2

ξ
−m2

W (n)

 εµ∗s (q)

(93)

tomando la norma unitaria ξ →∞, tendremos términos que no van a contribuir al propagador del bosón,

cuando tomemos el ĺımite , de manera que la forma anaĺıtica para el cuarto diagrama es la siguiente

Uβζ
j(n)
4 Uα = −

g2 cos2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)γµ
��P1 +m

l
(0)
β

P 2
1 −m2

l
(0)
β

UβjγλPL

��K +m
ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

·U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)
1

(P1 − k)2 −m2
W (n)

(
gηλ − (P1 − k)η(P − 1− k)λ

m2
W (n)

)
εµ∗s (q) (94)

Dado que los segundos pares diagramas de Feynman, son muy parecidos, podemos sumar las expresiones

anaĺıticas de ζ
j(n)
3 y ζ

j(n)
4 , que corresponden a Λ

j(n)
2 , es importante notar que lo único que cambia son las
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funciones sin2(θnνj) por el cos2(θnνj), de forma parecida a los primeros pares de diagramas de Feynman

UβΛ
j(n)
2 Uα = Uβζ

j(n)
3 Uα + Uβζ

j(n)
4 Uα = −

(
g2 sin2(θnνj )

2
+
g2 cos2(θnνj )

2

)
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)γµ
��P1 +m

l
(0)
β

P 2
1 −m2

l
(0)
β

UβjγλPL

��K +m
ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

·U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)
1

(P1 − k)2 −m2
W (n)

(
gηλ − (P1 − k)η(P − 1− k)λ

m2
W (n)

)
εµ∗s (q) (95)

usando la identidad de cos2 θnνj + sin2 θnνj = 1, que corresponden a la suma de ζ
j(n)
3 y ζ

j(n)
4 , podemos

obtener finalmente Λ
j(n)
2

UβΛ
j(n)
2 Uα =

−g2e
2

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)γµ
��P1 +m

l
(0)
β

P 2
1 −m2

l
(0)
β

UβjγλPL

��K +m
ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

·U∗αjγηPLU(P1,ml
(0)
α

)
1

(P1 − k)2 −m2
W (n)

(
gηλ − (P1 − k)η(P − 1− k)λ

m2
W (n)

)
εµ∗s (q) (96)

Figura 8: Diagrama de Feynman V.

De forma parecida para los anteriores diagramas de Feynman, se realiza el mismo procedimiento para

obtener Λ
j(n)
3 . Utilizamos nuevamente las reglas de Feynman para poder escribir la forma anaĺıtica del

quinto diagrama 8, tendremos la integral sobre el lazo k, de la misma forma tendremos dos lineas externas

la primera corresponde a una matriz renglón U(P1,ml
(0)
β

), la segunda corresponde a una matriz columna

U(P1,ml
(0)
α

), los demás términos corresponden a los propagadores del bosón, del campo del neutrino y el
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campo del leptón y las reglas de los vértices

Uβζ
j(n)
5 Uα =

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)
ig sin(θnνj )√

2
UβjγλPL

i

(
��K +m

ν
(n)
j

)
k2 −m2

ν
(n)
j

ig sin(θnνj )√
2

U∗βjγρPL

i

(
��P2 +m

l
(0)
β

)
P 2
2 −m2

l
(0)
β

×(−i)eγµU(P1,ml
(0)
α

)
−i

(P2 − k)2 −m2
W (n)

(
gρλ − (1− ξ) (P1 − k)ρ(P1 − k)λ

(P1 − k)2 − ξm2
W (n)

)
εµ∗s (q)(97)

de la forma anaĺıtica del cuarto diagrama de Feynman, podemos factorizar las constantes y la función

sin2(θnνj), que depende del angulo de mezcla de los neutrinos

Uβζ
j(n)
5 Uα = −

g2 sin2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγλPL

��K +m
ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗βjγρPL
��P2 +m

l
(0)
β

P 2
2 −m2

l
(0)
β

·γµU(P1,ml
(0)
α

)
1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

(
gρλ − (P2 − k)ρ(P2 − k)λ

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

+
ξ(P2 − k)ρ(P2 − k)λ

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

)
εµ∗s (q) (98)

para poder calcular en la norma unitaria es importante poder rescribir el propagador del bosón W (n), para

no tener divergencias a la hora de tomar el ĺımite, para ello factorizamos ξ del numerador en el propagador

del bosón

Uβζ
j(n)
5 Uα = −

g2 sin2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγλPL

��K +m
ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗βjγρPL
��P2 +m

l
(0)
β

P 2
2 −m2

l
(0)
β

·γµU(P1,ml
(0)
α

)
1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

gρλ − (P2 − k)ρ(P2 − k)λ

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

+
(P2 − k)ρ(P2 − k)λ

(P2 − k)2

ξ
−m2

W (n)

 εµ∗s (q) (99)

tomando la norma unitaria ξ →∞, tendremos términos que no van a contribuir al propagador del bosón,

cuando tomemos el ĺımite, la forma anaĺıtica para el quinto diagrama es la siguiente

Uβζ
j(n)
5 Uα = −

g2 sin2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγλPL

��K +m
ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗βjγρPL
��P2 +m

l
(0)
β

P 2
2 −m2

l
(0)
β

·γµU(P1,ml
(0)
α

)
1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

(
gρλ − (P2 − k)ρ(P2 − k)λ

m2
W (n)

)
εµ∗s (q) (100)

Utilizamos nuevamente las reglas de Feynman para poder escribir la forma anaĺıtica del quinto diagrama

9, tendremos la integral sobre el lazo k, de la misma forma tendremos dos lineas externas la primera

corresponde a una matriz renglón U(P1,ml
(0)
β

), la segunda corresponde a una matriz columna U(P1,ml
(0)
α

),

los demás términos corresponden a los propagadores del bosón, del campo del neutrino y el campo del
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Figura 9: Diagrama de Feynman VI.

leptón y las reglas de los vértices

Uβζ
j(n)
6 Uα =

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)
−ig cos(θnνj )√

2
UβjγλPL

i

(
��K +m

ν
(n)
j

)
k2 −m2

ν
(n)
j

−ig cos(θnνj )√
2

U∗αjγρPL

i

(
��P2 +m

l
(0)
β

)
P 2
2 −m2

l
(0)
β

×(−i)eγµU(P1,ml
(0)
α

)
−i

(P2 − k)2 −m2
W (n)

(
gρλ − (1− ξ) (P1 − k)ρ(P1 − k)λ

(P1 − k)2 − ξm2
W (n)

)
εµ∗s (q)(101)

de la forma anaĺıtica del cuarto diagrama de Feynman, podemos factorizar las constantes y la función

cos2(θnνj), que depende del angulo de mezcla de los neutrinos

Uβζ
j(n)
6 Uα = −

g2 cos2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγλPL

��K +m
ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗βjγρPL
��P2 +m

l
(0)
β

P 2
2 −m2

l
(0)
β

·γµU(P1,ml
(0)
α

)
1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

(
gρλ − (P2 − k)ρ(P2 − k)λ

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

+
ξ(P2 − k)ρ(P2 − k)λ

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

)
εµ∗s (q) (102)

para poder calcular en la norma unitaria es importante poder rescribir el propagador del bosón W (n), para

no tener divergencias a la hora de tomar el ĺımite, para ello factorizamos ξ del numerador en el propagador

del bosón

Uβζ
j(n)
6 Uα = −

g2 cos2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγλPL

��K +m
ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗βjγρPL
��P2 +m

l
(0)
β

P 2
2 −m2

l
(0)
β

·γµU(P1,ml
(0)
α

)
1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

gρλ − (P2 − k)ρ(P2 − k)λ

(P2 − k)2 − ξm2
W (n)

+
(P2 − k)ρ(P2 − k)λ

(P2 − k)2

ξ
−m2

W (n)

 εµ∗s (q) (103)

tomando la norma unitaria ξ →∞, tendremos términos que no van a contribuir al propagador del bosón,
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cuando tomemos el ĺımite, la forma anaĺıtica para el sexto diagrama es la siguiente

Uβζ
j(n)
6 Uα = −

g2 cos2(θnνj )

2
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγλPL

��K +m
ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗βjγρPL
��P2 +m

l
(0)
β

P 2
2 −m2

l
(0)
β

·γµU(P1,ml
(0)
α

)
1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

(
gρλ − (P2 − k)ρ(P2 − k)λ

m2
W (n)

)
εµ∗s (q) (104)

Dado que los terceros pares diagramas de Feynman, son muy parecidos, podemos sumar las expresiones

anaĺıticas de ζ
j(n)
5 y ζ

j(n)
6 , que corresponden a Λ

j(n)
2 , es importante notar que lo único que cambia son las

funciones sin2(θnνj) por el cos2(θnνj), de forma parecida a los primeros pares de diagramas de Feynman

UβΛ
j(n)
3 Uα = Uβζ5Uα + Uβζ6Uα = −

(
g2 sin(θnνj )

2
+
g2 cos(θnνj )

2

)
e

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγλPL

��K +m
ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗βjγρPL
��P2 +m

l
(0)
β

P 2
2 −m2

l
(0)
β

·γµU(P1,ml
(0)
α

)
1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

(
gρλ − (P2 − k)ρ(P2 − k)λ

m2
W (n)

)
εµ∗s (q) (105)

usando la identidad de cos2 θnνj + sin2 θnνj = 1, que corresponden a la suma de ζ
j(n)
3 y ζ

j(n)
4 , podemos

obtener finalmente Λ
j(n)
2

UβΛ
j(n)
3 Uα =

−g2e
2

∫
d4k

2π
Ū(P2,ml

(0)
β

)UβjγλPL

��K +m
ν
(n)
j

k2 −m2

ν
(n)
j

U∗βjγρPL
��P2 +m

l
(0)
β

P 2
2 −m2

l
(0)
β

·γµU(P1,ml
(0)
α

)
1

(P2 − k)2 −m2
W (n)

(
gρλ − (P2 − k)ρ(P2 − k)λ

m2
W (n)

)
εµ∗s (q) (106)

3.4. Suma de los diagramas de Feynman

De forma general se tiene que la amplitud M es la suma de los diagramas de Feynman, la cual lo

podemos reducir en la suma de Λ
j(n)
1 ,Λ

j(n)
2 ,Λ

j(n)
3 , donde ζ

j(n)
1 , ..., ζ

j(n)
6 , viene dado por la expresiones

anaĺıticas de nuestros diagramas de Feynman , como se muestra a continuación

Γj(n)µ = ζ
j(n)
1 + ζ

j(n)
2 + ζ

j(n)
3 + ζ

j(n)
4 + ζ

j(n)
5 + ζ

j(n)
6 (107)

Γj(n)µ = Λ
j(n)
1 + Λ

j(n)
2 + Λ

j(n)
3 (108)
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Es importante recordar que factorizamos por la izquierda Uβ y por la derecha Uα
8, la forma general de

nuestra amplitud tiene la siguiente forma

UβΓj(n)µ Uαε
µ∗ (q) (109)

La estructura de Γ
j(n)
µ , viene dada por la Eq. 110, la cual está en términos de P1µ, P2µ y las matrices

γµ, γ6, γ7 y las contantes a
j(n)
1 , ..., a

j(n)
6 , usando qν = (P1−P2)

ν y tomando la relación de los momentos, se

puede escribir la Eq. 113, en términos de P1µ

Γj(n)µ = a
j(n)
1 P1µ + a

j(n)
2 P2µ + a

j(n)
3 P1µγ7 + a

j(n)
4 P2µγ7 + a

j(n)
5 γµγ6 + a

j(n)
6 γµγ7 (110)

εµ (q) qµ = 0⇒ εµ (q) (P1 − P2)µ = εµ (q) (P1µ − P2µ)⇒ εµ (q)P1µ = εµ (q)P2µ (111)

de la cual podemos concluir la forma en que se relacionan el momento P1µ con el momento P2µ

P1µ = P2µ (112)

Γj(n)µ = a
j(n)
1 P1µ + a

j(n)
2 P1µ + a

j(n)
3 P1µγ7 + a

j(n)
4 P1µγ7 + a

j(n)
5 γµγ6 + a

j(n)
6 γµγ7 (113)

Podemos factorizar términos, de la expresión anterior, de tal forma que nos queda la Eq. 114 y definiendo

como b
j(n)
1 = a

j(n)
1 + a

j(n)
2 ; b

j(n)
2 = a

j(n)
3 + a

j(n)
4 ; b

j(n)
3 = a

j(n)
5 ; b

j(n)
4 = a

j(n)
6 , podemos escribir Γj(n), como

la Eq. 115

Γj(n)µ =
(
a
j(n)
1 + a

j(n)
2

)
P1µγ6 +

(
a
j(n)
3 + a

j(n)
4

)
P1µγ7 + a

j(n)
5 γµγ6 + a

j(n)
6 γµγ7 (114)

Γj(n)µ = b
j(n)
1 P1µγ6 + b

j(n)
2 P1µγ7 + b

j(n)
3 γµγ6 + b

j(n)
4 γµγ7 (115)

Recordar que la forma de las matrices γ6 y γ7, son las matrices PR y PL, usando estás relaciones la

estructura Γ
j(n)
µ viene dada por la Eq. 117

γ6 = PR =
I4 + γ5

2
γ7 = PL =

I4 − γ5
2

(116)

Γjµ =
b
j(n)
1

2
P1µI4+

b
j(n)
1

2
P1µγ5+

b
j(n)
2

2
P1µI4−

b
j(n)
2

2
P1µγ5+

b
j(n)
3

2
γµI4+

b
j(n)
3

2
γµγ5+

b
j(n)
4

2
γµI4−

b
j(n)
4

2
γµγ5 (117)

8Para simplificar la notación, usaremos que Uβ = U(P2,ml
(0)
β

) y Uα = U(P1,ml
(0)
α

)
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Usando las identidades de Gordon 118 y 119, podemos escribir Γ
j(n)
µ , en términos de las masas y constantes

b
j(n)
1 , ..., b

j(n)
4

Uβ(P2)P1µUα(P1) = Uβ(P2)

(
1

2

(
m
u
(0)
α

+m
U

(0)
β

)
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i

2
σµνq

ν

)
Uα(P1) (118)

Uβ(P2)P1µγ5Uα(P1) = Uβ(P2)

(
1

2

(
m
u
(0)
β

−m
U

(0)
α

)
γµγ5 +

i

2
σµνq

νγ5

)
Uα(P1) (119)

Γj(n)µ =
1

2

(
1

2

(
b
j(n)
1 + b

j(n)
2

)(
m
u
(0)
α

+m
U

(0)
β

)
+ b

j(n)
3 + b

j(n)
4

)
γµ

+
1

2

(
1

2

(
b
j(n)
1 − bj(n)2

)(
m
u
(0)
β

−m
U

(0)
α

)
+ b

j(n)
3 − bj(n)4

)
γµγ5 +

1

4

((
b
j(n)
1 + b

j(n)
2

)
iσµνq

ν
)

+
1

4

((
b
j(n)
1 − bj(n)2

)
iσµνq

νγ5

)
(120)

3.5. Factores de forma

Los factores de forma se definen a partir de la Eq.3.4, de forma que los factores de forma se definen:

f
j(n)
1 =

1

2

(
1

2

(
b
j(n)
1 + b

j(n)
2

)(
m
u
(0)
α

+m
U

(0)
β

)
+ b

j(n)
3 + b

j(n)
4

)
(121)

f
j(n)
2 =

1

2

(
1

2

(
b
j(n)
1 − bj(n)2

)(
m
u
(0)
β

−m
U

(0)
α

)
+ b

j(n)
3 − bj(n)4

)
(122)

f
j(n)
3 =

1

4

(
b
j(n)
1 + b

j(n)
2

)
(123)

f
j(n)
4 =

1

4

(
b
j(n)
1 − bj(n)2

)
(124)

De forma que podemos escribir Γjµ, de una forma más compacta

Γj(n)µ = f
j(n)
1 γµ + f

j(n)
2 γµγ5 + f

j(n)
3 iσµνq

ν + f
j(n)
4 iσµνq

νγ5 (125)

con Uβ(P2) y Uα(P1), son espinores que satisfacen la ecuación de Dirac, los factores de forma f
j(n)
i en

general, son cantidades complejas que dependen de las masas de los leptones l
(0)
α ,l

(0)
β , el boson W

(0)
n , las

masas de los neutrinos m
ν
(n)
j

y las funciones Passarino-Veltman B0 y C0, dadas por 9

B0 (0,m0,m1) (126)

B0

(
p21,m0,m2

)
(127)

C0

(
m2

1,m
2
2, 0,m

2,m2
b ,m

2
)

(128)

9Las soluciones a las funciones escalares de Passarino-Veltman, se encuentran resueltas en el apéndice D.
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3.6. Amplitud al cuadrado

Para el calculo de la tasa de decaimiento es necesario calcular la amplitud al cuadrado |M|2 =
1

2

∑
s

∑
s1

∑
s2
MM∗, donde M tiene la siguiente forma:

M =
−g2e

2

∞∑
n=1

3∑
j=1

(
UβjU

∗
αjUβ(P2, S2)Γ

j(n)
µ Uα(P1, S1)ε

µ∗(q, s)
)

(129)

definimos Γµ, donde
∑3

j=1 se refiere a los diferentes sabores de neutrinos y
∑∞

n=1, se refiere a los modos

de Kaluza-Klein

Γµ =

∞∑
n=1

3∑
j=1

UβjU
∗
αjΓ

j(n)
µ (130)

partiendo de Γ
j(n)
µ , el cual tiene la siguiente forma:

Γj(n)µ = f
j(n)
1 γµ + f

j(n)
2 γµγ5 + f

j(n)
3 iσµνq

ν + f
j(n)
4 iσµνq

νγ5 (131)

escribiendo las sumas sobre j, (n) de manera explicita tenemos

Γµ =

∞∑
n=1

3∑
j=1

UβjU
∗
αj

(
f
j(n)
1 γµ + f

j(n)
2 γµγ5 + f

j(n)
3 iσµνq

ν + f
j(n)
4 iσµνq

νγ5

)
(132)

Γµ =

 ∞∑
n=1

3∑
j=1

UβjU
∗
αjf

j(n)
1

 γµ +

 ∞∑
n=1

3∑
j=1

UβjU
∗
αjf

j(n)
2

 γµγ5

+

 ∞∑
n=1

3∑
j=1

UβjU
∗
αjf

j(n)
3

 iσµνq
ν +

 ∞∑
n=1

3∑
j=1

UβjU
∗
αjf

j(n)
4

 iσµνq
νγ5 (133)

definimos f1, f2, f3, f4 como

f1 =
∞∑
n=1

3∑
j=1

UβjU
∗
αjf

j(n)
1 (134)

f2 =

∞∑
n=1

3∑
j=1

UβjU
∗
αjf

j(n)
2 (135)

f3 =

∞∑
n=1

3∑
j=1

UβjU
∗
αjf

j(n)
3 (136)

f4 =
∞∑
n=1

3∑
j=1

UβjU
∗
αjf

j(n)
4 (137)

41



de forma que Γµ, queda en términos de los factores de forma, sin desatender que estos depende de las
∑3

j=1

de los diferentes sabores de neutrinos y
∑∞

n=1 los modos de Kaluza-Klein

Γµ = f1γµ + f2γµγ5 + f3iσµνq
ν + f4iσµνq

νγ5 (138)

de manera que la amplitud de forma generalM queda descrita con la Eq. 139, escribiendo Γµ en términos

de los factores de forma tenemos la Eq. 140

M =
−g2e

2
Uβ(P2, S2)ΓµUα(P1, S1)ε

µ∗(q) (139)

M =
−g2e

2
Uβ(P2, S2) (f1γµ + f2γµγ5 + f3iσµνq

ν + f4iσµνq
νγ5)Uα(P1, S1)ε

µ∗(q) (140)

lo que es importante es la amplitud al cuadrado |M|2,para ello debemos calcular primero el complejo

conjugado de la amplitud M∗

M∗ =
−g2e

2
Uα(P1, S1) (f1γρ + f2γργ5 − f3iσραqα + f4iσραq

αγ5)Uβ(P2, S2)ε
ρ(q) (141)

la amplitud al cuadrado tiene la forma de Eq.142 , usando las relaciones de Dirac podemos escribir la

amplitud al cuadrado |M|2, como la Eq. 146

|M|2 =MM∗ =
1

2

(
−g2e

2

∑
s

∑
s1

∑
s2

Uβ(P2, S2) (f1γµ + f2γµγ5 + f3iσµνq
ν + f4iσµνq

νγ5)Uα(P1, S1)ε
µ∗(q)

)
(142)

×
(
−g2e

2
Uα(P1, S1) (f1γρ + f2γργ5 + f3iσραq

α + f4iσραq
αγ5)Uβ(P2, S2)ε

ρ(q)

)
∑
s1

U s(p)U
s
(P ) = γP +m = ��P +m (143)

∑
s2

U s(p)U
s
(P ) = γP +m = ��P +m (144)

∑
s

εµ∗(s)ερ(s) = −gµρ (145)

|M|2 =
g4e2

4
tr{(−gµρ) (f1γµ + f2γµγ5 + f3iσµνq

ν + f4iσµνq
νγ5) (��P1 +mα) (146)

× (f1γρ + f2γργ5 − f3iσραqα + f4iσραq
αγ5) (��P2 +mβ)}
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calculando la traza en el programa Wolfram Mathematica, obtenemos la siguiente relación, en donde los

factores de forma f1 = 0 y f2 = 0

|M|2 =
g4e2

2

(
|f3|2 + |f4|2

) (
m2
α −m2

β

)2
(147)

3.7. Implementación del Mecanismo GIM (Glashow–Iliopoulos–Maiani)

La amplitud al cuadrado |M|2, viene dado en términos de los factores de forma por la Eq. 147 , es

importante recordar que la forma de nuestra amplitud es

Uβ(P2)ΓµUα(p1)ε
µ∗ (148)

escribiendo todo en términos de Γµ, dado por la Eq 130 y tomando que los factores de forma f1 = 0 y

f2 = 0

Uβ(P2)

 ∞∑
n=1

3∑
j=1

UβjU
∗
αjΓ

j(n)
µ

Uα(P1) =

∞∑
n=1

3∑
j=1

Uβ(P2)
(
UβjU

∗
αjf

3,j(n)
β,α iσµνq

ν + UβjU
∗
αjf

4,j(n)
βα iσµνq

νγ5

)
Uα(P1)ε

∗
µ

(149)

donde el ı́ndice j = 1, 2, 3, etiqueta a los diferentes neutrinos y el ı́ndice (n) los modos de Kaluza-Klein ,

distribuimos la suma para obtener

= Uβ(P2)
∞∑
n=1

iσµνqν 3∑
j=1

UβjU
∗
αjf

3,j
β,α + iσµνq

νγ5

3∑
j=1

UβjU
∗
αjf

4,j
βα

Uα(P1)ε
∗
µ (150)

de la Eq.150 definimos

f3βα =

3∑
j=1

UβjU
∗
αjf

3,j
βα (151)

f4βα =
3∑
j=1

UβjU
∗
αjf

4,j
βα (152)

con lo cual
3∑
j=1

Uβ(P2)Γ
j
µUα(P1)ε

∗
µ = Uβ(P2)

(
f3βασµνq

ν + f4βασµνq
νγ5
)
Uα(P1)ε

∗
µ (153)

a continuación implementamos el mecanismo GIM, para lo cual nos fijamos en

f3βα =
3∑
j=1

UβjU
∗
αjf

3,j
βα = Uβ1U

∗
α1f

3,1
βα + Uβ2U

∗
α2f

3,2
βα + Uβ3U

∗
α3f

3,3
βα (154)
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la matriz U , con entradas Uαj y Uβj y de tamaño de 3× 3, es unitaria, lo cual significa que satisface

UU † = I3 ⇒
(
UU †

)
βα

= (I3)βα ⇒=
3∑
j=1

UβjU
∗
αj = δβα (155)

lo cual en forma más explicita se expresa como

δβα = Uβ1U
∗
α1 + Uβ2U

∗
α2 + Uβ3U

∗
α3 (156)

consideramos el caso en que β 6= α, el cual es el que nos interesa, de modo que δβα = 0, con lo cual

0 = Uβ1U
∗
α1 + Uβ2U

∗
α2 + Uβ3U

∗
α3 (157)

⇒ Uβ1U
∗
α1 = −Uβ2U∗α2 − Uβ3U∗α3 (158)

vamos usar está expresión en nuestro cálculo

f3βα =
(

(−Uβ2U∗α2 − Uβ3U∗α3)f3βα + Uβ2U
∗
α2f

3,2
βα + Uβ3U

∗
α3f

3,3
βα

)
(159)

f3βα = Uβ2U
∗
α2

(
f3,2βα − f

3,1
βα

)
+ Uβ3U

∗
α3

(
f3,3βα − f

3,1
βα

)
(160)

de forma análoga, se puede probar que

f4βα = Uβ2U
∗
α2

(
f4,2βα − f

4,1
βα

)
+ Uβ3U

∗
α3

(
f4,3βα − f

4,1
βα

)
(161)

3.8. Calculo Numérico

El calculo numérico se hizo en el programa Wolfram Mathematica, utilizando la paqueteŕıa FeynCal,

para ello se tomaron resultados del PDG [58]. A continuación se explica brevemente lo que se realizó:

Se escribieron las expresiones anaĺıticas para los diagramas de Feynman, la cuales vienen dadas por

las expresiones Λ
j(n)
1 ,Λ

j(n)
2 ,Λ

j(n)
3 . A la cual se le aplica la siguiente condición en los momentos

E~p =
√
m2c4 + ~p2c2 (162)

tomando la convención del valor de las unidades naturales c = 1

E~p =
√
m2 + ~p2 ⇒ E2

~p = m2 + ~p2 ⇒ E2
~p − ~p

2 = m2 (163)
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con E~p = p0 y ~p2 = p1p1 + p2p2 + p3p3, usando estas relaciones tenemos

p0p0 − p1p1 − p2p2 − p3p3 = m2 ⇒ p0p0 + p1p1 + p2p2 + p3p3 = m2 (164)

pµpµ = m2 ⇒ p2 = m2 (165)

de lo cual obtenemos las relaciones de los momentos en términos de las masas y de cómo se relacionan

los momentos, siguiendo el mismo razonamiento podemos escribir, como se relacionan el producto de

los momentos P1 · P2

p21 = m2

l
(0)
α

p22 = m2

l
(0)
β

q2 = 0 P1 · P2 =

m2

l
(0)
α

+m2

l
(0)
β

2
(166)

P2µ = P1µ (167)

se utiliza las condiciones de los momentos 166,167 en las expresiones anaĺıticas de los diagramas de

Feynman, las cuales no tienen divergencias ultravioleta, se verifico que no existieran divergencias

en nuestras amplitudes a la hora de implementar nuestras expresiones anaĺıticas 10 y se aplica la

sub-rutina Pave.11

Se suman las expresiones anaĺıticas de los diagramas Γ
j(n)
µ = Λ

j(n)
1 + Λ

j(n)
2 + Λ

j(n)
3 , en las cuales se

definen los factores de forma, una vez realizado esto se demuestra que f1 = 0 y f2 = 0, el resultado

solo depende de f3 y f4, las cuales dependen de las funciones escalares de Passarino-Veltman y las

masas de los leptones l
(0)
α ,l

(0)
β , el boson W (n) y las masas de los neutrinos m

ν
(n)
j

.

Se solucionan las funciones de Passarino-Veltman 12 en las cuales se implementa el mecanismo en

que se generan estas masas al compactificar la dimensión extra, para el bosón y los neutrinos

mW (n) =

√
m2
W (0) +

n2

R2
m
ν
(n)
j

=

√
m2

ν
(0)
j

+
n2

R2
(168)

Se implementa el mecanismo GIM

f3βα = Uβ2U
∗
α2

(
f3,2βα − f

3,1
βα

)
+ Uβ3U

∗
α3

(
f3,3βα − f

3,1
βα

)
(169)

f4βα = Uβ2U
∗
α2

(
f4,2βα − f

4,1
βα

)
+ Uβ3U

∗
α3

(
f4,3βα − f

4,1
βα

)
(170)

10Las divergencias que son significativas son las divergencias ultravioletas (UV ). Una divergencia ultravioleta puede descri-
birse como una que es resultado de la región de la integración donde las part́ıcuas del ciclo tienen un momento y una enerǵıa
muy demasiado grandes.

11La sub-rutina Pave, son funciones ecalares de Passarino-Veltman.
12Para ver las soluciones de Passarino-Veltman, revisar el apéndice C
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Se calcula la tasa de decaimiento que viene dada por la ecuación13

Γ =
|M|2

16π

m2
α −m2

β

m3
α

(171)

es importante recordar que la amplitud viene dada por la Eq.147, lo cual hace que la tasa de decai-

miento quede en términos de f3, f4

Γ =
g4e2

(
|f3|2 + |f4|2

)
32π

(
m2
α −m2

β

)3
m3
α

(172)

La expansión en serie de potencias para que se encontró para los factores de forma f3αβ y f4αβ, después

de implementar el mecanismo GIM

f3αβ =
πR2

6

e
2g4U∗α,2Uβ2m

2

ν
(0)
1

2

(
m
l
(0)
α

+m
l
(0)
β

) − e2g4U∗α,2Uβ2m
2

ν
(0)
2

2

(
m
l
(0)
α

+m
l
(0)
β

+

) +
e2g4U∗α,2Uβ2m

2

ν
(0)
1

2

(
m
l
(0)
α

+m
l
(0)
β

) − e2g4U∗α,2Uβ2m
2

ν
(0)
3

2

(
m
l
(0)
α

+m
l
(0)
β

)
(173)

f4αβ =
πR2

6

e
2g4U∗α,2Uβ2m

2

ν
(0)
1

2

(
m
l
(0)
α
−m

l
(0)
β

) − e2g4U∗α,2Uβ2m
2

ν
(0)
2

2

(
m
l
(0)
α
−m

l
(0)
β

+

) +
e2g4U∗α,2Uβ2m

2

ν
(0)
1

2

(
m
l
(0)
α
−m

l
(0)
β

) − e2g4U∗α,2Uβ2m
2

ν
(0)
3

2

(
m
l
(0)
α
−m

l
(0)
β

)
(174)

La expansión en serie de potencias que se encontró para la tasa de decaimiento, se tomo a orden

O(R2), para poder facilitar los cálculos, es importante mencionar que lo ideal seria quedarnos a

orden O(R4) o incluso a orden O(R6), ya que hay contribuciones de la masa de los bosones W (n)

Γ =

(
1

1152m
l
(0)
α

)(
π3
(
m2

l
(0)
α
−m2

l
(0)
β

)3
(∣∣∣∣ml

(0)
β

∣∣∣∣2 +
∣∣∣m

l
(0)
α

∣∣∣2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e4g8

(
Uβ2Uα2

(
m
ν
(0)
1

−m
ν
(0)
2

)(
m
ν
(0)
1

+m
ν
(0)
2

)
+ Uβ3Uα3

(
m
ν
(0)
1

−m
ν
(0)
3

)(
m
ν
(0)
1

+m
ν
(0)
3

))2
R4(

m2

l
(0)
β

−m2

l
(0)
α

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


(175)

Los posibles decaimientos están restringidos a m
l
(0)
α
> m

l
(0)
β

, esto hace que solo tengamos tres casos

13Para más detalles sobre como se calcula la formula de la tasa de decaimiento ver el Apéndice C.
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posibles 14

τ → eγ (176)

τ → µγ (177)

µ→ eγ (178)

Los valores que se tomaron para las masas de los leptones,el boson mw(0) , la matriz PMNS y la masa

del neutrino medido en el experimento KATRIN [58,76,77].

me = 0,5109989461± 0,0000000031MeV

mµ = 105,6583745± 0,0000024MeV

mτ = 1776,86± 0,12MeV

mW (0) = 80,379± 0,012GeV (179)

Figura 10: Los valores de la matriz PMNS, se tomaron del articulo Neutrino Mass Hierarchy [76].

a partir de los valores proporcionados por la tabla 10, tenemos la diferencia de las masas cuadráticas

para los neutrinos ∆m2
31 y ∆m2

21, lo cual nos proporciona dos esquemas para las mediciones positivas

de las oscilaciones de neutrinos, los cuales implican neutrinos masivos, éstos producen información

precisa solo de las diferencias de masas cuadráticas ∆m2
jk, pero no los valores absolutos de las masas

de los neutrinos excepto que m2
k o m2

j sean valores mucho mas grandes que
∣∣∣∆m2

jk

∣∣∣.
Esquema normal mν3 > mν2 > mν1 :

14Tomando la notación del PDG A
(0)
µ → γ, el cual representa el fotón saliente.
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mν3 = 1,1eV

mν2 = 1,09889eV

mν1 = 1,09885eV (180)

Esquema invertido mν2 > mν1 > mν3 :

mν3 = 1,1eV

mν2 = 1,10116eV

mν1 = 1,10112eV (181)

Si alguna part́ıcula dada puede decaer en diferentes estados finales (diferentes part́ıculas finales), el

Branching ratio nos dice qué proporción de esos decaimientos tendrán un estado final espećıfico. Es

determinado por la tasa de decaimiento

Br =
Γi

Γtot
= Γiτ (182)

donde τ , es el tiempo de vida, que decrece exponencialmente con el tiempo, donde la vida media de

la part́ıcula es el reciproco de la tasa de decaimiento total

τ =
1

Γtot
(183)

tomando que la vida media para el τ = y el µ, son las siguientes

ττ = (290,3± 0,5)× 10−15

τµ = (2,1969811± 0,0000022)× 10−6s

(184)

Utilizando todos los valores antes mencionados y sustituyéndolos en la tasa de decaimiento (171), se

calculan los Branching ratios (182) para cada decaimiento posible, que son del orden:
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Esquema normal:

Br(τ → eγ) ∼ O(10−36), (185)

Br(τ → µγ) ∼ O(10−35), (186)

Br(µ→ eγ) ∼ O(10−33). (187)

Esquema invertido:

Br(τ → eγ) ∼ O(10−37), (188)

Br(τ → µγ) ∼ O(10−35), (189)

Br(µ→ eγ) ∼ O(10−33). (190)

En el experimento MEG [78], el braching ratio para el decaimiento µ→ e, γ

Br(µ+ → e+γ) ∼ O(10−13). (191)

las cotas reportadas por el PDG [58], para los tres posibles decaimientos son

Br(τ− → e−γ) ∼ O(10−8), (192)

Br(τ− → µ−γ) ∼ O(10−8), (193)

Br(µ− → e−γ) ∼ O(10−13). (194)

la contribución de los modos excitados de Kaluza-Klein de norma a orden de un lazo, en la norma

unitaria, para los braching ratios Br obtenidos en este trabajo, se encuentran por debajo de las cotas

experimentales.
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4. Análisis de resultados

A continuación se muestran las gráficas de los braching ratios para los diferentes decaimientos teniendo

en cuenta que la masa inicial debe ser mayor que la masa saliente m
l
(0)
α
> m

l
(0)
β

.

Figura 11: El Braching ratio en el esquema normal, para el decaimiento τ → eγ.

Figura 12: El Braching ratio en el esquema normal, para el decaimiento τ → µγ.

Figura 13: El Braching ratio en el esquema normal, para el decaimiento µ→ eγ.

Las gráficas para los braching ratios para el esquema de la masa de los neutrinos invertido, tomando que

R−1 se encuentra 1400GeV < R−1 < 3000GeV . Como se puede observar en las gráficas 11,12,13, 14,15,16,

no importa si se elige el esquema normal o invertido de la masa de los neutrinos, debido a que la masa de

los neutrinos es pequeña, está no causa variaciones significativas en las tasas de decaimiento y por ende en
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Figura 14: El Braching ratio en el esquema invertido, para el decaimiento µ→ eγ.

Figura 15: El Braching ratio en el esquema invertido, para el decaimiento µ→ eγ.

los braching ratios, se puede observar que los ordenes de los braching ratios para ambos esquemas son casi

idénticos. De acuerdo a los ĺımites del LHC en el modelo de dimensión extra universal mı́nima (MUED)

de los datos del LHC Run 1 y los ĺımites más estrictos en el espacio de parámetros MUED se puede tomar

desde R−1 ≈ 1400GeV [82].

Como se puede observar en la gráfica 17,el braching ratio de µ→ eγ es mayor que los braching ratios

para los otros decaimientos τ → µγ y τ → eγ , se puede observar que es mayor su vida media del µ

que del τ , y recordar que el braching ratio 182 es proporcional a la vida media de las part́ıculas. De la

Figura 16: El Braching ratio en el esquema invertido, para el decaimiento µ→ eγ.
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Figura 17: Las gráficas para los braching ratios tomando para el esquema de la masa de los neutrinos
invertido, tomando que R−1 se encuentra 1400GeV < R−1 < 3000GeV .

misma forma si tomamos la escala logaŕıtmica para los braching ratios, para los diferentes decaimientos,

no importa cual esquema tomemos, no existe una variación significativa en las gráficas 17, esto debido a

que las masas de los neutrinos es demasiada pequeña en comparación a la masa de los leptones cargados

y la masa del bosón.
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5. Conclusiones

En este trabajo se calcularon las contribuciones de los modos excitados de Kaluza-Klein de norma, a

orden de un lazo. El cálculo se desarrollo en el contexto del Modelo Estándar mı́nimamente extendido en

dimensiones extras, este modelo permite que los neutrinos sean masivos y exista cambio de sabor leptonico,

estos efectos no se encuentran descritos en el Modelo Estándar, por ello es que se buscan extensiones al

ME, que describan este tipo de efectos, entre otros más. Es importante mencionar que faltaron calcular las

contribuciones de los modos excitados de Kaluza-Klein escalares, en cambio dado que elegimos la norma

unitaria, no existe la contribución de los Pseudo-bosones de Goldstone.

También cabe señalar que no importa si se trabaja en el esquema normal o invertido, de la masa de

los neutrinos, debido a que la diferencia cuadrática de las masas ∆m2
31 y ∆m2

21, es demasiada pequeña en

comparación con la masa de los leptones cargados y del bosón.

Es importante hacer hincapié que dentro las expresiones anaĺıticas de los diagramas de Feynam, no se

encontraron divergencias ultravioletas. También cabe mencionar, que con ayuda de la unitariedad de las

matrices Uβj y U∗αj , se pudo eliminar los términos que no contribuyen a la amplitud total.

Cabe resaltar resaltar que las soluciones anaĺıticas de las funciones de Passarino-Veltman, B0 y C0, las

cuales se desarrollaron en serie de Taylor se hizo a orden O(R2) para poder facilitar el cálculo numérico

en el programa de Wolfram Mathematica, de igual forma es importante mencionar que la expansión en

series de las tasas de decaimiento, para poder obtener los braching ratios se hizo a orden O(R2). Para

mayor detalle sobre las reglas de Feynman, la tasa de decaimiento y las identidades de Gordon utilizadas,

se recomienda revisar los apéndices.

Finalmente los braching ratios para un leptón cargado que decae a otro leptón cargado y a un fotón

l
(0)
α → γ(0)l

(0)
β , están dentro de las cotas reportadas experimentalmente. El Branching ratio para el de-

caimiento µ → eγ , que son del orden O(10−33), para ambos esquemas, se encuentra alejado de la cota

experimental reportada por el Particle Data Group, que son del orden O(10−13), para el caso del decai-

miento τ → µγ el Branching ratio es del orden O(10−35), para ambos esquemas, de la misma forma se

encuentra alejado de la cota experimental reportada por Particle Data Group, que son del orden O(10−8),

finalmente para el decaimiento τ → eγ, la cota encontrada es del orden O(10−36), para el esquema normal,

en el caso del esquema invertido es del orden O(10−37), ambos esquemas se encuentran alejados de la cota

experimental reportada por Particle Data Group, que es del orden O(10−8).
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6. Apéndice

6.1. Apéndice A

6.1.1. Reglas de Feynman

Las ĺıneas interiores son llamadas propagadores y se interpretan como part́ıculas virtuales que no pue-

den ser observadas.

Propagadores:

1) Bosón W
(n)
µ

=
−i

q2 −m2
W (n)

(
gµν − (1− ξ) qµqν

q2 − ξm2
w(n)

)
(195)

2) Campo de neutrino ν
(n)
1,j

=
i(�q +m

ν
(n)
j

)

q2 −m2

ν
(n)
j

(196)

3) Campo de leptón l
(0)
β

=
i(�q +m

l
(0)
β

)

q2 −m2

l
(0)
β

(197)

Vértices:

1) Regla para el vértice

= ie[2gλµ(P2ν−P1ν)−2gνµ(P2λ−P1λ)−gλν(2kµ−P1µ)−P2µ]

(198)
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2) Regla para el vértice

=
ig sin(θnνj )√

2
U∗αjγηPL (199)

3) Regla para el vértice

=
ig sin(θnνj )√

2
UαjγρPL (200)

4) Regla para el vértice

=
−ig cos(θnνj )√

2
U∗αjγηPL (201)

5) Regla para el vértice

=
−ig cos(θnνj )√

2
UαjγρPL (202)

6) Regla para el vértice
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= −ieγµ (203)
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6.2. Apéndice B

6.2.1. Tasa de decaimiento

De forma general se considera un proceso de decaimiento 1 → n con |1〉 = |~P1〉 y |f〉 = |~Pf1 ... ~Pfn〉,

donde P1...Pfn , son el momento inicial y final respectivamente. La tasa de decaimiento diferencial viene

dado por la siguiente expresión, de forma general:

dΓ = (2π)4
(
δ4 (
∑

k Pfk − P1)
)

2m1

n∏
k=1

d3 ~Pfk
(2π)32Efk

|M|2 (204)

Donde dΓ es la tasa de decaimiento diferencial de la part́ıcula 1. La tasa de decaimiento total de decaimiento,

se obtiene integrando sobre el espacio fase de las part́ıculas finales.

Σ =
∏
l

Sl

∫
dΓ (205)

donde S=1/i! es el factor de combinatoria que se utiliza para contar los estados finales indistinguibles de l

part́ıculas del mismo tipo.

De acuerdo con el decaimiento que se está estudiando, l
(0)
α → γ(0)l

(0)
β , se tiene un proceso del tipo 1→ 2,

con |1〉 = |~P1〉 y |f〉 = |~P2, ~P3〉, donde ~P1, ~P2, ~P3, son los momentos de los leptones l
(0)
α , l

(0)
β y el fotón A

(0)
µ ,

respectivamente. Para nuestro caso, la tasa de decaimiento diferencial tiene la siguiente forma

dΓ = (2π)4
δ4 (P3 + P2 − P1)

2mα

d3 ~P3

(2π)32E3

d3 ~P2

(2π)32E2
|M|2 (206)

Se procede a integrar la tasa de decaimiento diferencial, de tal forma que obtenemos

Γ =

∫
dΓ =

∫
(2π)4

δ4 (P3 + P2 − P1)

2mα

d3 ~P3

(2π)32E3

d3 ~P2

(2π)32E2
|M|2 (207)

Sacando afuera de la integral las constantes y la amplitud que no depende de la integración, tenemos lo

siguiente

Γ =
(2π)4|M|2

(2π)3(2π)3

∫
d3 ~P3

2E3

∫
d3 ~P2

2E2

δ4 (P3 + P2 − P1)

2mα
(208)

Reduciendo y separando la δ4 (P3 + P2 − P1) = δ
(
~P3 + ~P2 − ~P1

)
δ
(
P 0
3 + P 0

2 − P 0
1

)
, tendŕıamos la siguien-

te expresión.

=
|M|2

(2π)28mα

∫
d3 ~P3

E3

∫
d3 ~P2

E2
δ
(
~P3 + ~P2 − ~P1

)
δ
(
P 0
3 + P 0

2 − P 0
1

)
(209)

Usando las siguientes relaciones y que la part́ıcula 1, parte del reposo ~P1 = 0
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P3 =

( ~P3

P 0
3

)
=

( ~P3

E3

)
P2 =

( ~P2

P 0
2

)
=

( ~P2

E2

)
P1 =

( ~P1

P 0
1

)
=

( ~P1

E1

)
(210)

Las relaciones de la masa de nuestras part́ıculas son las siguientes

l(0)α → mα l
(0)
β → mβ A(0)

µ → mµ = 0 (211)

La enerǵıa relativista de nuestras part́ıculas seria la siguiente

E3 = ~P3 E2 =
√
~P 2
2 +m2

β E1 = mα (212)

Haciendo los cambios pertinentes, la integral se reduce a lo siguiente

Γ =
|M|2

(2π)28mα

∫
d3 ~P3

E3

∫
d3 ~P2√
~P 2
2 +m2

β

δ3
(
~P3 − (−~P2)

)
δ

(
E3 +

√
~P 2
2 +m2

β −mα

)
(213)

Cancelamos la integral de
∫
d3 ~P2, con la δ3

(
~P3 − (−~P2)

)
, de tal forma que la integral que nos queda por

resolver es la siguiente

Γ =
|M|2

(2π)28mα

∫
d3 ~P3

E3

δ
(
E3 +

√
~P 2
2 +m2

β −mα

)
√
~P 2
2 +m2

β

(214)

Para poder calcular la integral de una manera mas fácil, hacemos un cambio a coordenadas esféricas de

tal forma, de tal forma que tendŕıamos lo siguiente d3 ~P3 = ~P 2
3 sin θd~P3dθdφ = sin θdθdφ~P 2

2 d
~P3 = dΩ~P 2

3 d
~P3,

de tal forma que la integral nos queda de la siguiente forma

Γ =
|M|2

(2π)28mα

∫
dΩ

∫
d~p3 ~P

2
3

E3

δ
(
E3 +

√
~P 2
2 +m2

β −mα

)
√
~P 2
2 +m2

β

(215)

La integral de
∫
dΩ = 4π y hacemos el siguiente cambio de variable E2

3 = ~P 2
3 ⇒ E3dE3 = ~P3d~P3 De

forma de que la integral, que queda por integrar es la siguiente

Γ =
4π|M|2

(2π)28mα

∫
dE3E3

δ
(
E3 +

√
~P 2
2 +m2

β −mα

)
√
~P 2
2 +m2

β

(216)

Usamos las siguiente propiedad de la función delta para integrar

δ (f(x)) =
∑
j

δ (x− aj)
|f ′(aj)|

(217)

Entonces nuestra f(E3) =
(
E3 +

√
~P 2
2 +m2

β −mα

)
, con x = E3. Encontramos donde f(aj) = 0
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a1 =
m2
α +−m2

β

2mα
(218)

la derivada de f ′(E3), es la siguiente

f ′(E3) = 1 +
E3√

E2
3 +m2

β

(219)

Con a1 = E3 =
m2
α +−m2

β

2mα
, tenemos que f ′(E3), es

|f ′(a1)| =

∣∣∣∣∣ 2m2
α

m2
α +m2

β

∣∣∣∣∣ (220)

Entonces nuestra función delta, queda de la siguiente forma

∑
j

δ (x− aj)
|f ′(aj)|

=

δ

(
E3 −

m2
α −m2

β

2mα

)
2m2

α

m2
α +m2

β

(221)

De forma que nuestra integral queda de la siguiente forma

Γ =
4π|M|2

(2π)28mα

∫
dE3E3√
E2

3 +m2
β

δ

(
E3 −

m2
α −m2

β

2mα

)
2m2

α

m2
α +m2

β

(222)

Resolviendo la integral y haciendo el álgebra pertinente, tenemos lo siguiente

Γ =
4π|M|2

(2π)28mα

m2
α −m2

β

m2
α +m2

β

m2
α +m2

β

2m2
α

(223)

Reducimos las masas, de tal forma que tenemos

Γ =
4π|M|2

(2π)28mα

m2
α +m2

β

2m2
α

(224)

Finalmente la tasa de decaimiento es

Γ =
|M|2

16π

m2
α −m2

β

m3
α

(225)
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6.3. Apéndice C

6.3.1. Identidades de Gordon

Identidades de Gordon, útiles par nuestro calculo.

Uβ (P2)P1µUα (P2) = Uβ

(
1

2

(
m
U

(0)
α

+m
U

(0)
β

)
γµ +

i

2
σµνq

ν

)
Uα (P1) (226)

Para demostrar la identidad de Gordon se parte de la siguiente ecuación, con σµν = i
2 [γµ, γν ]:

Uβ (P2)σµνq
νUα (P2) (227)

Se multiplica la ecuación por i
2 y se desarrolla el conmutador

Uβ (P2)
i

2
σµνq

νUα (P2) = Uβ (P2)
i

2

(
i

2
[γµ, γν ]

)
qνUα (P2) (228)

Uβ (P2)
1

4
(γνγµ − γµγν) qνUα (P2) = Uβ (P2)

1

4
γνγµq

νUα (P2)︸ ︷︷ ︸
parte I

−Uβ (P2)
1

4
γµγνq

νUα (P2)︸ ︷︷ ︸
parte II

(229)

Solucionamos primero la parte I:

Uβ (P2)
1

4
γνγµq

νUα (P2) = Uβ (P2)
1

4
γνγµ (P1 − P2)

ν Uα (P2) (230)

= Uβ (P2)
1

4
γνγµP

ν
1 Uα (P2)− Uβ (P2)

1

4
γνγµP

ν
2 Uα (P2) (231)

= Uβ (P2)
1

4
P ν1 γνγµUα (P2)− Uβ (P2)

1

4
γνP

ν
2 γµUα (P2) (232)

Utilizamos la siguientes relaciones de las matrices de Dirac y la ecuación de Dirac:

{γµ, γν} = 2gµν · I4

γµγν = 2gµν · I4 − γνγµ

Uβ(P2)��P 2 = m
U

(0)
β

Uβ(P2) (233)

��P 1Uα(P1) = m
U

(0)
α
Uα(P1)
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= Uβ(P2)
1

4
P ν1 (2gµν · I4 − γµγν)Uα(P1)− Uβ(P2)

1

4
��P 2γµUα(P1) (234)

= −1

4
m
U

(0)
β

Uβ(P2)γµUα(P1) + Uβ(P2)
2

4
gµνP

ν
1 Uα(P1)− Uβ(P2)

1

4
P ν1 γµγνUα(P1) (235)

= −1

4
m
U

(0)
β

Uβ(P2)γµUα(P1) + Uβ(P2)
1

2
P1µUα(P1)− Uβ(P2)

1

4
γµγνP

ν
1 Uα(P1) (236)

= −1

4
m
U

(0)
β

Uβ(P2)γµUα(P1) + Uβ(P2)
1

2
P1µUα(P1)− Uβ(P2)

1

4
γµ��P 1Uα(P1) (237)

= −1

4
m
U

(0)
β

Uβ(P2)γµUα(P1)−
1

4
m
U

(0)
α
Uβ(P2)γµUα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P1µUα(P1) (238)

Uβ (P2)
1

4
γνγµq

νUα (P2) = Uβ(P2)

(
−1

4

(
m
U

(0)
α

+m
U

(0)
β

)
γµ

)
Uα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P1µUα(P1) (239)

Solucionamos la parte II:

= −Uβ(P2)
1

4
γµγνq

νUα(P1) = −Uβ(P2)
1

4
γµγν(P1 − P2)

νUα(P1) (240)

= −Uβ(P2)
1

4
γµγνP

ν
1 Uα(P1) + Uβ(P2)

1

4
γµγνP

ν
2 Uα(P1) (241)

− Uβ(P2)
1

4
γµ��P 1Uα(P1) + Uβ(P2)

1

4
P ν2 γµγνUα(P1) (242)

= −1

4
m
U

(0)
α
Uβ(P2)γµUα(P1) + Uβ(P2)

1

4
P ν2 (2gµν · I4 − γνγµ)Uα(P1) (243)

Usando las relaciones de las matrices de Dirac y la ecuación de Dirac:

= −1

4
m
U

(0)
α
Uβ(P2)γµUα(P1) + Uβ(P2)

2

4
gµνP

ν
2 Uα(P1)− Uβ(P2)

1

4
P ν2 γνγµUα(P1) (244)

= −1

4
m
U

(0)
α
Uβ(P2)γµUα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P2µUα(P1)− Uβ(P2)

1

4
��P 2γµUα(P1) (245)

= −1

4
m
U

(0)
α
Uβ(P2)γµUα(P1)−

1

4
m
U

(0)
α
Uβ(P2)γµUα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P2µUα(P1) (246)

− Uβ(P2)
1

4
γµγνq

νUα(P1) = Uβ(P2)

(
−1

4

(
m
U

(0)
α

+m
U

(0)
β

)
γµ

)
Uα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P2µUα(P1) (247)

Se suman la parte I y II:

Uβ(P2)
i

2
σµνq

νUα(P1) = Uβ (P2)
1

4
γνγµq

νUα (P2) +−Uβ(P2)
1

4
γµγνq

νUα(P1) (248)
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Uβ(P2)
i

2
σµνq

νUα(P1) = Uβ(P2)

(
−1

4

(
m
U

(0)
α

+m
U

(0)
β

)
γµ

)
Uα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P1µUα(P1)

+Uβ(P2)

(
−1

4

(
m
U

(0)
α

+m
U

(0)
β

)
γµ

)
Uα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P2µUα(P1) (249)

= Uβ(P2)

(
−1

2

(
m
U

(0)
α

+m
U

(0)
β

)
γµ

)
Uα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P1µUα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P2µUα(P1) (250)

Utilizamos la siguiente relación de los momentos:

P1µ = P2µ

Uβ(P2)
i

2
σµνq

νUα(P1) = Uβ(P2)

(
−1

2

(
m
U

(0)
α

+m
U

(0)
β

)
γµ

)
Uα(P1)

+Uβ(P2)P1µUα(P1) (251)

Despejamos P1µ, para obtener la identidad de Gordon:

Uβ(P2)P1µUα(P1) = Uβ(P2)

(
−1

2

(
m
U

(0)
α

+m
U

(0)
β

)
γµ +

i

2
σµνq

ν

)
Uα(P1) (252)
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Segunda identidad de Gordon.

Uβ (P2)P1µγ5Uα (P2) = Uβ

(
1

2

(
m
U

(0)
β

−m
U

(0)
α

)
γµγ5 +

i

2
σµνq

νγ5

)
Uα (P1) (253)

Para demostrar la identidad de Gordon se parte de la siguiente ecuación, con σµν = i
2 [γµ, γν ]:

Uβ(P2)σµνq
νγ5Uα(P1) (254)

Multiplicamos por
i

2
y desarrollamos el conmutador:

Uβ(P2)
i

2
σµνq

νγ5Uα(P1) = Uβ(P2)
i

2

(
i

2
[γµ, γν ]

)
qνγ5Uα(P1) (255)

= −Uβ(P2)
1

4
(γµγν − γνγµ) qνγ5Uα(P1) = −Uβ(P2)

1

4
γµγνq

νγ5Uα(P1)︸ ︷︷ ︸
parte I

+Uα(P2)
1

4
γνγµq

νγ5Uα(P1)︸ ︷︷ ︸
parte II

(256)

Solucionamos la parte I:

− Uβ(P2)
1

4
γµγνq

νγ5Uα(P1) = −Uβ(P2)γµγν(P1 − P2)
νγ5Uα(P1) (257)

= −Uβ(P2)
1

4
γµγνP

ν
1 γ5Uα(P1) + Uβ(P2)

1

4
γµ + γνP

2
2 γ5Uα(P1) (258)

= −Uβ(P2)
1

4
γµγνγ5P

ν
1 Uα(P1) + Uβ(P2)

1

4
P ν2 γµγνγ5Uα(P1) (259)

Usando las relaciones de las matrices de Dirac y la ecuación de Dirac, podemos escribir lo siguiente:

= Uβ(P2)
1

4
γµγ5γνP

ν
1 Uα(P1) + Uβ(P2)

1

4
P ν2 (2gµν · I4 − γνγµ) γ5Uα(P1) (260)

= Uβ(P2)
1

4
γµγ5�p1Uα(P1) + Uβ(P2)

2

4
gµνP

ν
2 γ5Uα(P1)− Uβ(P2)

1

4
P ν2 γνγµγ5Uα(P1) (261)

=
1

4
m
U

(0)
α
Uβ(P2)γµγ5Uα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P2µγ5Uα(P1)− Uβ

1

4
γνP

ν
2 γµγ5Uα(P1) (262)

=
1

4
m
U

(0)
α
Uβ(P2)γµγ5Uα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P2µγ5Uα(P1)− Uβ

1

4�
p2γµγ5Uα(P1) (263)

=
1

4
m
U

(0)
α
Uβ(P2)γµγ5Uα(P1)−

1

4
m
U

(0)
β

Uβγµγ5Uα(P1) + Uβ(P2)
1

2
P2µγ5Uα(P1) (264)

−Uβ(P2)
1

4
γµγνq

νγ5Uα(P1) = Uβ(P2)

((
1

4
m
U

(0)
α
γ5 −mU

(0)
β

)
γµγ5

)
Uα(P1)+Uβ(P2)

1

2
P2µγ5Uα(P1) (265)

63



Solución de la parte II:

Uα(P2)
1

4
γνγµq

νγ5Uα(P1) = Uα(P2)
1

4
γνγµ(P1 − P2)

νγ5Uα(P1) (266)

= Uα(P2)
1

4
γνγµP

ν
1 γ5Uα(P1)− Uα(P2)

1

4
γνγµP

ν
2 γ5Uα(P1) (267)

= −Uα(P2)
1

4
γνP

ν
1 γµγ5Uα(P1) + Uα(P2)

1

4
P ν2 γνγµγ5Uα(P1) (268)

Usando las relaciones de las matrices de Dirac y la ecuación de Dirac, podemos escribir lo siguiente:

= −Uβ(P2)
1

4
��P 2γµγ5Uα(P1) + Uβ(P2)

1

4
P ν1 (2gµν · I4 − γµγν) γ5Uα(P1) (269)

= −1

4
m
U

(0)
β

Uβ(P2)γµγ5Uα(P1) + Uβ(P2)
2

4
gµνP

ν
1 γ5Uα(P1)− Uβ(P2)

1

4
γµγνγ5P

ν
1 Uα(P1) (270)

= −1

4
m
U

(0)
β

Uβ(P2)γµγ5Uα(P1) + Uβ(P2)
1

2
P1µγ5Uα(P1) + Uβ(P2)

1

4
γµγ5γνP

ν
1 Uα(P1) (271)

= −1

4
m
U

(0)
β

Uβ(P2)γµγ5Uα(P1) + Uβ(P2)
1

4
γµγ5��P 1Uα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P1µγ5Uα(P1) (272)

= −1

4
m
U

(0)
β

Uβ(P2)γµγ5Uα(P1) +
1

4
m
U

(0)
α
Uβ(P2)γµγ5Uα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P1µγ5Uα(P1) (273)

Uα(P2)
1

4
γνγµq

νγ5Uα(P1) = Uβ(P2)

(
1

4

(
m
U

(0)
α
−m

U
(0)
β

)
γµγ5

)
Uα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P1µγ5Uα(P1) (274)

Se suman la parte I y II:

Uβ(P2)
i

2
σµνq

νγ5Uα(P1) = −Uβ(P2)
1

4
γµγνq

νγ5Uα(P1) + Uα(P2)
1

4
γνγµq

νγ5Uα(P1) (275)

= Uβ(P2)

(
1

4

(
m
U

(0)
α
γ5 −mU

(0)
β

)
γµγ5

)
Uα(P1) + Uβ(P2)

1

2
P2µγ5Uα(P1)

+Uβ(P2)

(
1

4

(
m
U

(0)
α
−m

U
(0)
β

)
γµγ5

)
Uα(P1) + Uβ(P2)

1

4
P1µγ5Uα(P1) (276)

Usando la siguiente relación de lo momentos podemos escribir la segunda identidad de Gordon P1µ = P2µ

Uβ(P2)
i

2
σµνq

νγ5Uα(P1) = Uβ(P2)

(
1

2

(
m
U

(0)
β

−m
U

(0)
α

)
γµγ5

)
Uα(P1) + Uβ(P2)P1µγ5Uα(P1) (277)

Despejamos P1µ, para obtener la identidad de Gordon:

Uβ(P2)P1µγ5Uα(P1) = Uβ(P2)

(
1

2

(
m
U

(0)
β

−m
U

(0)
α

)
γµγ5 +

i

2
σµνq

νγ5

)
Uα(P1) (278)
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6.4. Apéndice D.

6.4.1. Las soluciones de las funciones escalares de Passarino-Veltman

La función B0

La función de dos puntos, comúnmente denotada como B0, se define como

B0 = (p1,m0,m1) =
(2πµ)4−D

iπ2

∫
dDk

1[
k2 −m2

0 + iε
] [

(k + p1)2 −m2
1 + iε

] (279)

donde ε→ 0 es una cantidad positiva. Dentro del marco de la regularización dimensional, esta integral ha

sido planteada en D dimensiones. En este contexto, el parámetro µ, con unidades de masa, se ha introducido

para corregir las unidades de la integral sobre el D-momento k.

Solución anaĺıtica

Consideremos la identidad
1

AB
=

∫ 1

0
dx

1

[xA+ (1− x)B]2
(280)

tomando

A = k2 −m2
0 + iε (281)

B = (k + p1)
2 −m2

1 + iε (282)

en está se ha implementado el resultado en la definición de la función B0, dada en la Ec. 279, se encuentra

que

B0(p1,m0,m1)
(2πµ)4−D

iπ2

∫
dDk

∫ 1

0
dx

1

[(k + (1− x)p1)2 − R]2
(283)

donde

R = (x− 1)xp21 + xm2
0 + (1− x)m2

1 − iε (284)

En el siguiente paso, utilizamos el cambio de variable k = q−(1−x)p1, cuyo Jacobiano es +1. Esto simplifica

el denominador del integrando de esta función escalar, el cual se expresa como
[
(k + (1− x)p1)

2 − R
]2 →

(q2R)2. Luego se utiliza la solución general

∫
dDl

(2π)D
1

(2−∆)n
=

(−1)ni

(4π)D/2
Γ(2− D

2 )

Γ(n)

(
1

∆

)n−D
2

(285)

y las expansiones en serie de potencias

Γ(α) =
1

α
− γE +O(α) (286)

X−α = 1− α logX +O(α2) (287)
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que satisfacen si α < 1. Esto nos permite separar la parte divergente

∆α =
1

α
− γE + log 4π (288)

y asi expresar la función B0 como

B0(p1,m0,m1) = ∆α − log

(
m0m1

µ2

)
−
∫ 1

0
dx log

[
x2p21 + x(m2

0 −m2
1 − p21) +m2

1 − iε
m0m1

]
(289)

El argumento del logaritmo en el integrando no es otra cosa que un polinomio de grado 2, aśı que, por el

teorema fundamental del álgebra, podemos expresar a éste como un producto de polinomios lineales, para

lo que necesitamos hallar las ráıces de dicho polinomio. Hay dos casos, los cuales definen a dos distintos

conjuntos de ráıces:

Se satisface la condición p21 < (m0 −m1)
2, a lo que corresponde las ráıces

x± =
p21 +m2

1 −m2
0

2p21
±

√[
(m0 −m1)2 − p21

] [
(m0 +m1)2 − p21

]
2p21

± iε (290)

Se satisface la condición p22 > (m0 −m1)
2, para lo que tenemos

x± =
p21 +m2

1 −m2
0

2p21
±

√[
p21 − (m0 −m1)2

] [
p21 − (m0 +m1)2

]
2p21

± iε (291)

Se satisface la condición (m0 −m1)
2 < p21 < (m0 +m1)

2

x± =
p21 +m2

1 −m2
0

2p21
±

√[
p21 − (m0 −m1)2

] [
(m0 +m1)2 − p21

]
2p21

± iε (292)

Notemos que en ambos casos , sgnJ(x+) 6= sgnJ(x−). Restringiendo nuestro análisis al conjunto de números

complejos que se encuentran en el intervalo [−π, π], se puede verificar, por inspección, que para dos números

complejos, z1 y z2, se satisface la propiedad

log(z1z2) = log z1 + log z2 + η(z1, z2) (293)

con la función η(z1, z2) definida como

η(z1, z2) = 2πi [θ(−J(z1))θ(−J(z2))θ(J(z1z2))− θ(J(z1))θ(J(z2))θ(−J(z1z2))] (294)

puesto que sgnJ(x+) 6= sgnJ(x−) resulta que sgnJ(x − x+) 6= sgnJ(x − x−), para xε [0, 1]. De acuerdo

66



con la propiedad dada en la Ec. 289, esto implica que el logaritmo en el integrando de la Ec.293, se puede

expresar como la suma de logaritmos

log

[
x2 − p21 + x(m2

0 −m2
1 − p21) +m2

1 − iε
m0m1

]
= log

[
p21

m0m1
(x− x+)(x− x−)

]
= log

(
p21

m0m1
+ log(x− x+) + log(x− x−)

)
(295)

Las integrales de los logaritmos resultantes del paso anterior se pueden resolver, dando como resultado

B0(p1,m0,m1) = ∆α+2−log

(
p21
µ2

)
+x+ log

(
x+ − 1

x+

)
+x− log

(
x+ − 1

x−

)
−log [(1− x+)(1− x−)] (296)

Puesto que ya hemos resuelto todas las integrales, nos deshacemos del factor ε tomando ε→ 0.

Análisis para los diferentes casos

A continuación exploramos diferentes casos, distinguidos uno de los otros por las relaciones que se satisfacen

entre p21 y (m0 −m1), y entre p21 y (m0 +m1)
2. Para ello, serán útiles las definiciones

Ŝ± =
√

(
√
x0 ±

√
x1)2 − xp1 (297)

S̃± =
√
xp1 − (

√
x0 ±

√
x1)2 (298)

dadas en términos de las razones x0 = m2
0/M

2, x1 = m2
1/M

2 y xp1 = p21/M
2, siendo M alguna masa de o

escala de enerǵıa que se toma como referencia. Adicionalmente suponemos m0 6= 0,m1 6= 0, p21 6= 0.

p21 < (m0 −m1)
2. i esta condición se cumple, la función B0 se puede escribir como

B0(P1,m0,m1) = ∆α − log

(
M2

µ2

)
− x0
x0 − x1

log x0 +
x1

x0 − x1
log x1

+2 +
1

2

(
x0 − x1
xp1

− x0 + x1
x0 − x1

)
log

(
x1
x0

)
+
ŝ+ŝ−
xp1

log

(
ŝ+ + ŝ−
ŝ+ − ŝ−

)
(299)

p21 > (m0 −m1)
2. En este caso la función B0 se expresa como

B0(P1,m0,m1) = ∆α − log

(
M2

µ2

)
− x0
x0 − x1

log x0 +
x1

x0 − x1
log x1

+2 +
1

2

(
x0 − x1
xp1

− x0 + x1
x0 − x1

)
log

(
x1
x0

)
+
ŝ+ŝ−
xp1

log

(
ŝ+ − ŝ−
ŝ+ + ŝ−

)
(300)

En general, puede ocurrir que algunos de los argumentos de la función B0 sean iguales a 0. Al respecto,

tenemos los siguientes casos:
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p21 = 0, m0 6= 0 y m0 = m1

B0 = (0,m0,m0) = ∆α − log

(
M2

µ2

)
− log x0 (301)

p21 = 0, m0 6= 0, m1 6= 0 y m1 6= m0, a lo que le corresponde la expresión

B0 = (0,m0,m0) = ∆α − log

(
M2

µ2

)
+ 1− x0

x0 − x1
log x1 +

x0
x0 − x1

log x1 (302)

La función de tres puntos

Consideremos la siguiente función C0:

C0

(
p21, p

2, (p1 − p)2,m2
a,m

2
b ,m

2
c

)
=

(2πµ)4−D

iπ2

∫
dDq

1

[q2 −m2
a]
[
(q + p1)2 −m2

b

]
[(q + p1 − p)2 −m2

c ]
(303)

Utilizando el método de la parametrización de Feynman, escribimos esta función como

C0

(
p21, p

2, (p1 − p)2,m2
a,m

2
b ,m

2
c

)
= −

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy
[
xm2

a + ym2
b + (1− x− y)m2

c

−x(1− x)p21 − (x+ y)(1− x− y)p2 + 2x(1− x− y)p1 · p
]

(304)

en donde hay integrales paramétricas sobre las variables x y y.

Particularicemos esta expresión al caso en que p21 = m2
1,p

2 = m2
2, ma = mc = m, pero m1 6= m2, en general,

y mb 6= m, además de nueva cuenta (p21 − p)2 = 0, la función de tres puntos se escribe como

C0

(
p21, p

2, (p1 − p)2,m2
a,m

2
b ,m

2
c

)
= −

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

1

(1− y)m2 + ym2
b − xym2

1 − y(1− x− y)m2
2

(305)

Añadimos la condición m2
2 � m y m2

1 � m, con lo que la integral se expresa como

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

1

(1− y)m2 + ym2
b − xym2

1 − y(1− x− y)m2
2

≈ 1

m2

[
1

1− rb
+

rb
(1− rb)2

log(rb) +
r1 + r2

4(1− rb)4

+
rb(r1 + r2)

(1− rb)4
+
rb(r1 + r2)

(1− rb)4
log(rb)−

5

4

r2b (r1 + r2)

(1− rb)4
+

+
r22(r2 + r2)

2(1− rb)4
log(rb)

]
(306)

En terminos de las masas la función C0 y agregado la suposición m2
b � m2, el resultado es mas corto

C0

(
p21, p

2
2, 0,m

2
a,m

2
b ,m

2
a

)
≈ 1

m2
b −m2

−
m2
b

(m2 −m2
b)

2
log

(
m2
b

m2

)
− m4(m2

1 +m2
2)

4(m2 −m2
b)

4
(307)
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