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Introduccion

En el estudio de la mecénica cldsica aparecen sistemas de ecuaciones dife-
renciales ordinarias que representan la evolucién temporal de sistemas mecéni-
cos. La formulacién en el lenguaje de la geometria diferencial de estos sistemas
mecénicos son los sistemas hamiltonianos. Para algunos de estos sistemas es
posible hallar un ntimero suficientemente grande de integrales de movimien-
to, de tal manera que la solucién general del sistema se tiene esencialmente.
Tales sistemas se llaman sistemas integrables. En algunos casos es posible,
ademas, hallar relaciones diferenciales entre primeras integrales, aunque los
resultados obtenidos hasta ahora se restringen usualmente a sistemas hamil-
tonianos auténomos, es decir, sistemas donde las funciones implicadas no de-
penden explicitamente del tiempo.

En este trabajo presentamos extensiones para el caso de sistemas hamilto-
nianos donde las funciones implicadas pueden depender explicitamente del
tiempo, de algunos resultados establecidos para sistemas hamiltonianos auténo-
mos.

Comenzamos introduciendo las nociones bésicas de la geometria simplécti-
caenel capitulo 1, ya que ésta es el lenguaje natural en el que se presentan los
sistemas hamiltonianos. Luego, en el capitulo 2, presentamos la teoria bési-
ca de los sistemas hamiltonianos, incluyendo la dependencia en el tiempo y
definiendo los elementos necesarios para presentar el punto central y de im-
portancia de esta tesis. En el capitulo 3, llegamos a integrabilidad de un siste-
ma hamiltoniano, presentamos el Teorema de Liouville y damos una demos-
tracion. Finalmente, y como objetivo principal de esta tesis, en el capitulo 4
presentamos algunas relaciones entre primeras integrales de sistemas hamil-
tonianos, los resultados presentados aqui son extensiones al caso dependiente
del tiempo de trabajos presentados principalmente en las referencias [1], [2] y
[4].

Por la naturaleza del tema de estudio, para la lectura de este trabajo, se re-
quieren conocimientos de los objetos bésicos de la geometria diferencial, tales
como variedades diferenciales, campos vectoriales, tensores, la derivada de
Lie, curvas integrales, entre otros. Estos temas se pueden ver en [6], [9] o [3].
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Capitulo 1

Geometria simpléctica

En este capitulo damos algunas nociones basicas de la geometria simplécti-
ca, ésta juega un papel muy importante en matematica y fisica, particularmen-
te, la geometria simpléctica es el lenguaje natural en el que se presentan los
sistemas hamiltonianos.

Comenzamos con algunas nociones de algebra lineal.

Definicién 1.1. Un 2-tensor w en un espacio vectorial real V se dice no degenerado
si se tiene:
w(u,v)=0VoeV=u=0.

Proposicién 1.1. Son equivalentes:
1. w es no degenerado.
2. La matriz (w;;) de representacion de w en cualquier base de V' es no singular.
3. La transformacion lineal w : V. — V* definida por
w(u)(v) =w(u,v)
en invertible.

La demostracién de esta proposicion es elemental, el hecho de que w(u, v) =

0 Vv € V= u = 0 es equivalente a que el nticleo de la transformacién lineal
w es el subespacio nulo, esto es, w es inyectiva y como las dimensiones de V
y V* son las mismas entonces w es un isomorfismo lineal. Asi se ve que 1y 2
son equivalentes, para ver que 2 y 3 son equivalentes simplemente considere-
mos cualquier base ey, ..., de V y su base dual €', ...€" luego la matriz (wjj) de
representacion de w en la base ey, ...e; de V es la representacion matricial de w
en las bases ¢y,..., de V'y el ..e"de V*.

Definicién 1.2. Un 2-tensor antisimétrico y no degenerado se llama tensor simplécti-
co.

11



12 CAPITULO 1. GEOMETRIA SIMPLECTICA

A continuacién veremos que todo tensor simpléctico tiene una forma canéni-
ca muy agradable.

Teorema 1.1. Forma canénica de un tensor simpléctico. Si w es un tensor simplécti-
co en un espacio vectorial V entonces V tiene dimension par 2n y existe una base
{A4,...,An, By, ..., By} de V tal que

w=3" 1 NB,
donde {a', ..., a", B, ..., B"} es la base dual de { A1, ..., Ay, By, ..., By }.

Para una demostracién de este teorema ver [6].
Ahora estamos listos para pasar a variedades diferenciales.

Definicién 1.3. Una forma simpléctica en una variedad diferencial M, es una 2-
forma diferencial cerrada w tal que para cada p € M se tiene que wy es un tensor
simpléctico en Ty M.

El par (M, w) se llama variedad simpléctica.

Definiciéon 1.4. Sean (M, w) y (N, p) variedades simplécticas. Un mapeo diferen-
ciable F : M — N se dice simpléctico si F*p = w. Si ademds F es un difeomorfismo
entonces F se dice simplectomorfismo.

Proposicién 1.2. Todo mapeo simpléctico es una inmersion.

La demostracion de esta proposicion se ve de manera sencilla. Sean (M, w)
y (N, p) variedades simplécticas y F : M — N un mapeo simpléctico. Vea-
mos que para cada p € M el mapeo lineal F, : TyM — Tp(,)N es inyectivo,
en efecto, sea v € T, M tal que F,(v) = 0, luego para todo u € T, M tenemos

wp(v,u) = (F*0)p(v,u) = pp(p)) (Fe(0), Fe(1)) = pF(p)) (0, Fs (1)) = 0,

como w es no degenerada entonces v = 0, asi concluimos que F; es inyectiva
y por lo tanto F es una inmersion.

El siguiente teorema es fundamental en la geometria simpléctica, es un
andlogo no lineal del teorema de la forma candénica de un tensor simpléctico.

Teorema 1.2. Teorema de Darboux. Sea (M, w) una variedad simpléctica, para
cada punto p € M existen coordenadas locales (q, ..., q", p1, ..., pn) tales que

w=dp; Ndq'.

Aqui hemos usado el convenio de suma de Einstein y lo usaremos de ahora en
adelante.
Estas coordenadas se llaman candénicas o coordenadas de Darboux.

Para una demostracion de este teorema ver [6] o [3].

Para finalizar este capitulo, presentamos un ejemplo muy importante (po-
siblemente el mds importante) de variedad simpléctica, a saber, el fibrado co-
tangente.
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Ejemplo 1.1. El fibrado cotangente. Sea M una variedad diferencial de dimension

n. Sabemos que el conjunto T*M = U T, M tiene estructura de variedad diferencial
peEM
de dimension 2n, la cual viene dada por:
Si (x!,..,x™) son coordenadas locales en M entonces para cada p € M el el
dominio de las coordenadas anteriores, tenemos que

kp = Pi(“p)dxi|p

para cada oy € T, M. Definimos

q'(ap) = xi((ap)) = (xi0 ) (ap),

donde 7t : T*M — M estd definido por 7t(xp) = p, luego (q', ..., 4", p1, ..., pn) son
coordenadas locales en T* M.

Ademas T* M es un fibrado vectorial sobre M con mapeo proyeccion rt, llamado el
fibrado cotangente de M.

Para mds detalles ver [6].

Sabemos que op 0 7Ti|a, € T;p(T*M).

Definimos el campo de 1-covectores 8 en T* M por

szp =&po n*lap/

en coordenadas locales (ql, wr ", P1, -y Pn) S€ VE qUIE

GtXp = pi(“ﬂ)dqillx’;/

esto es '
0 = pidq’,
luego 0 es una 1-forma diferencial en T* M, la cual llamamos la 1-forma fundamental
en T*M.
Ahora definimos
w=d6 =dp; Ndq,

w es la 2-forma simpléctica candnica o fundamental en T* M.
Para mas detalles ver [9].
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Capitulo 2

Sistemas hamiltonianos

En este capitulo presentamos la teoria basica de los sistemas hamiltonia-
nos.

En la mayoria de los textos sobre sistemas hamiltonianos, se trata solo el
caso en el que la funciones implicadas no dependen explicitamente del tiem-
po, éstos son llamados sistemas hamiltonianos auténomos. Ver [9], [11], [3],
entre otros.

Presentamos la teoria general, donde las funciones implicadas pueden de-
pender explicitamente del tiempo, haciendo los comentarios adecuados res-
pecto a los sistemas auténomos.

Sean (M, w) una variedad simplécticay H € C*(IR x M). Sea t la coorde-
nada global en IR.

Definicién 2.1. Definimos la 2-forma QY en R x M por
O =w-—dHANdt

La terna (R x M, Q, H) es un sistema hamiltoniano.

Sean (g', p;) coordenadas canénicas en M, luego () tiene la forma coorde-

nada ‘
Q =dp; Ndq' —dH A dt.

Tenemos que existe un tnico campo vectorial Xy en R x M tal que
Xu(t) =1y XpoQ = 0, en efecto, supongamos que existe

; 0 )
Xy = A,-—p + B’ 57 + Cﬁ campo vectorial que satisface las condiciones an-
i q
teriores,
Xp(t)=1=C=1
y

XgaQ =0= (Xp10)( J

ax) =0

15
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2. SISTEMAS HAMILTONIANOS

donde x puede ser cualquiera de las coordenadas (4, p;), veamos qué pasa si
x =g/ paraalgunj € {1,..,n},

]

(X)(2) =0 — w(Xy2)=0

oq/

- (dp, A\ dql —dH A di’) (XH, i) =0

- AT g2t o
= det< o 4 ) _det| Opi gt ot
0 J0H

g’
oH ;0H oH

5 o
i o 0
A] + a—H =0
ag/
Il
] aqj ’
. d . . OH
De manera anéloga evaluando en a7 se obtiene que B/ = FP
] ]

Asi que

QHQJ 9HI 2

H

~Opiodg’ 9q'9p; ot

y estd garantizada la existencia y unicidad.
El campo vectorial Xy se llama campo vectorial hamiltoniano asociado a

H.
Las curvas integrales de Xy vienen dadas por y(s) = ((s),q'(s), pi(s))
donde
i(s) =1,

i oH

76) = 50 (1)
y

oH

de

pi(s) = —afﬂli(v(S))-

De la primera ecuacién obtenemos t(s) = s+ g con ty constante y co-
mo las curvas integrales siguen siendo curvas integrales bajo traslaciones del
parametro s (ver [6] capitulo 17), entonces podemos considerar t(s) = s, asi
podemos escribir las curvas integrales de Xy como y(t) = (t,4'(t), p;(t)) don-
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estas son las ecuaciones de Hamilton.

En el caso de sistemas auténomos el campo vectorial hamiltoniano tiene la
forma local
oH 0 oH o
dp; ogt  oq' Ip;’
las curvas integrales de Xy vienen dadas por 7y (t) = (g'(t), pi(t)) y las mismas
ecuaciones de Hamilton.

H=

Definicién 2.2. Una constante de movimiento del sistema hamiltoniano (R x M, Q), H)
es una funcion ¢ € C*(R x M) que es constante en cada curva integral de Xy, 0
equivalentemente

LXH(P =0

donde Ly, ¢ es la derivada de Lie de ¢ con respecto al campo vectorial Xpy.

Definicién 2.3. Un campo vectorial A en R x M se dice una simetria de () si
LyQ=0.

La formula de Cartan dice
LaQ = ALdO+ d(A_IQ).

Como d() = 0 entonces A es simetria de (2 si y solo si A_Q) es una 1-forma
cerrada.

Ahora como cada 1-forma cerrada es localmente exacta, entonces si A es
una simetria de (), existe localmente una funcién ¢ € C*(U) conU C R x M

abierto, tal que ALQ) = —di, luego ¥ es una constante de movimiento local,
en efecto,
LXHlP = Xy (‘/J)

= dy(Xp)

= Xydy

= —Xpu(ALQ)

= AL (XyoQ)

0.
Reciprocamente, si i € IR X M es una constante de movimiento, enton-
ces existe un campo vectorial A tal que A.Q) = —d1, en efecto, supongamos
d d

que existe A = A;=— i3, + B’a—ql + C ; campo vectorial en M que satisface la

ecuacion anterior, esto es,
—dp = A.Q
= Au(dp; ANdg' —dH A dt)
= A(p))dq' — A(q")dp; — A(H)dt + CdH.
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Luego
po 2o
oq' oq'
; oy oH
B'= -1 +C—
dp;  op;

y C es cualquier funcién diferenciable a valores reales. Luego A esta definido
definido localmente por

ap 9 P d
dpioq'  oq' 3Pi+c "

y nuevamente estd garantizada su existencia.
Notemos que A no es tnico ya que C es cualquier funcién diferenciable.

Asi que cualquier constante de movimiento esta asociada a una simetria
de Q.

Definicién 2.4. Sean fi, fo constantes de movimiento, definimos su paréntesis de
Poisson por

{f1.fa} = Ei(f2)
donde Fy es uno de los campos vectoriales en R x M tal que F; .Q) = —df.

Teorema 2.1. Propiedades del paréntesis de Poisson. Dadus fi, fa, f3 € C*(R X
M) constantes de movimiento y « € R se tiene:

1. Bilinealidad: a{f1, f} = {af1, o} = {f1, afa}.
2. Antisimetria: {f1, o} = —{f2, fi}-
3. Identidad de ]ﬂCObi.‘ {{fl,fz},fg,} + {{f21f3}/f1} -+ {{f3,f1},f2} =0.

Demostracién. Primero notemos que en coordenadas canénicas locales (t, ¢, p;)
tenemos que
_9fidfr 9fdf
{fler} - apl aql aq’ api/

en efecto,

i} = F(f)
_ hoh aflaj[2+(35(14(f2)

opi 9g'  9q' Ip;
df1 0f, 9f10f2
opioqi  agiop (/2

0fidfa _9fi9f2
dp; dq'  9q' op;’
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Asi vemos que el paréntesis de Poisson estd bien definido, éste no depende
de la eleccién de la funcién C.

Con esta forma local se verifica de manera directa la antisimetrfa y la bili-
nealidad.

Ahora veamos que el paréntesis de Poisson de dos constantes de movi-
miento es también una constante de movimiento, en efecto,

Lx,{fif2} = Xu{fifo}
= Xu(h(f2))
= Xu(R(f2)) - A(Xuf2)
= [Xu Hl(f2)
0.
la ultima igualdad se tiene ya que se verifica con un simple célculo que el
campo vectorial [Xpy, F;| es proporcional a Xp.
Ahora veamos que la identidad de Jacobi se obtiene de la siguiente manera.

Denotemos por F al campo vectorial en R x M tal que FLQ = —d{fy, f2}.
Notemos que

F.Q = —d({fi, fo})
= —d(Fk(f2))
= —d(Lg(f2))
= —Lpdfp

= (L[_‘le)_IQ + Fz_lelﬂ

F, FZ]JQ + B o(FudQ) + d(F Q)
Fi, Fz]_nQ + Fz_l(Fl_IO — d(dfl)

F, Fz]_lQ + FZ_I(Fl_IO)

F,B].Q,

[
[
[
[

aqui hemos ocupado propiedades de la derivada de Lie y la formula de Car-
tan, para detalles ver [6].

HA 2} s = F(fs)

[F1, B2 fs

FEbfs — RFf3

= E{f2fs}) —R({fi,f3})

= Fh({f2 fs}) +t E({fs Ai})
{fidfe fath +{fo {fs f1}}
o st it —{{fs i} S}

Asi tenemos el resultado deseado. O
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Definicién 2.5. Una transformacion de coordenadas Qi = Qi (t, ql, s 0, 01, eer Prr)
P; = Pi(t, ql, s 0", D1, ver Pn) S llama transformacion candnica si

{QZ/Q]} = {Plrp} :O/ {P]rQl} :511
donde
aXy 90Xy E)Xy 0X,

9p; ag'  oq Ip;

{X,, X,} =

con X, cualquiera de las coordenadas (Q',..Q" Py, ..., Py).
Una transformacion de coordenadas de este tipo preserva la forma de las ecuaciones
de Hamilton

., 0K

[
. oK
b=—35

para alguna funcion K de las nuevas coordenadas.

Notemos que si la transformacién es candnica se tiene
dp; Ndg' —dH Adt = dP; AdQ' — dK A dt
la cual es equivalente a
d(pidq' — Hdt — P,dQ' + Kdt) = 0
y esto es equivalente a la existencia de una funcién F = F(t,4', Q') tal que
pidg' — Hdt — P,dQ' — Kdt = dF.
Reciprocamente, dada una funcién F = F(t,q, Q) satisfaciendo
9°F
9q'0Q/
y pidqi — Hdt — P,dQ! — Kdt = dF, podemos definir una transformacién canéni-
ca por

det(

) £0

__OF P — oF K—H— oF
Pim g T g ot

F se llama funcién generadora de la transformacién canénica.

Para mas detalles ver [10].

A continuacién definimos las transformaciones canonoides, éstas son trans-
formaciones méds generales que las transformaciones candnicas. A saber, las
transformaciones candnicas son un caso especial de transformaciones cano-
noides.
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Definicién 2.6. Una transformacion de coordenadas (Q'(t, ¢/, pj), Pi(t, 7, pj)) que
preserva la forma de las ecuaciones de Hamilton, esto es,

) . oK
P = —
Q= oP; b Q!

para alguna funcion K = K(t, Q", P;) se llama transformacién canonoide.

Definicién 2.7. Sean u, v dos coordenadas del conjunto (t,q', p;) , definimos el parénte-
sis de Lagrange de u y v con respecto a las nuevas coordenadas Q', P; por

_0Q'ap; 9P Q!

[, 0] = ou dv  Ju v’

Con simples calculos, que omitimos aqui, se ve que el paréntesis de La-
grange es antisimétrico, esto es

1,0] = ~[o,1]
y satisface la propiedad
dlu,v]  dv,w| OJw,ul
w T T Y

Veamos la siguiente caracterizaciéon de las transformaciones canonoides,
ésta es fundamental para lo que resta.

Teorema 2.2. Una transformacion de coordenadas (Q'(t, ¢/, pj), Pi(t, 7, pj)) satis-
. oK . oK j
face Q' = 3p. ¥ P = 500 para alguna funcion K = K(t, Q', P;) si y solo si se
1

tiene
oK _ i 1900 i oH i
a*qi—[q,pk}aqk [q,q]apk+[t,q]
y
oK oOH 1 0H
5. = ir A ir — + t/ il-
P [p Pk]aqk [p ‘”apk [t pil

Demostracion. Supongamos que tenemos una transformacién de coordenadas

(Q'(t, ¢/, pj), Pi(t, 4/, pj)) que satisface Q' = g—llf y P = _88(1; para alguna
1
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funcién K = K(t, Q!, P;). Luego

oK _ 9KaQl KR,
a¢ ~ 9Q) 9 ' oP;dgl
_ _pQ 5
— ]aq Qaq'

oP;  oP; oP; aQ) Q) aQ ,  AQ
(=L 4 Lk
Gt T gt T apctag + Cor Tt ap”> i
~0Q/dP; ap/an+(aQ/ oP/ 0P aQJ‘).kJF(aQJ oP/  9P; 9QJ
' ' ' 77T apog aPk 9’

dt 9gi ot dg agk o' 9gk 9q )P
_ 9Q0F_apiaQ | 9QIK aPiaQ 9H | aQ 9P oPiaQ) oH
ot 9g Ot og dq' gk 9q' agk'dpx " 9q' dpx  9q' dpx’ Igk
oH

= g - A+ )

. oK
De manera anéloga se tiene el resultado para —.

op;

Note que el reciproco se tiene por el mismo célculo. O

Para mds detalles de transformaciones canonoides ver [7].



Capitulo 3

Sistemas integrables

En este capitulo presentamos la definicién formal de sistema integrable,
este campo de estudio nace junto con la Mecanica Clasica, con una btisqueda
de soluciones exactas a las ecuaciones de movimiento de Newton. Fue en el
siglo XIX cuando Liouville proporcion6 un marco general que caracteriza este
tipo especial de sistemas mecdnicos en el que las soluciones son obtenidas
resolviendo integrales y haciendo algunos cdlculos algebraicos.

Sin mds que esperar damos la definicién de sistema integrable.

Definicién 3.1. Un sistema hamiltoniano (R x M, Q), H) con M de dimension 2n
se dice integrable (segtin Liouville) si existen n constantes de movimiento Fy, ..., F, en
involucién y funcionalmente independientes.

En involucién significa que {F;, F;} = 0 y funcionalmente independientes
significa que el subconjunto de puntos regulares del mapeo F = (Fy, ..., F,) es
denso en el dominio de definicién de F.

A continuacién el Teorema de Liouville.

Teorema 3.1. Teorema de Liouville. La solucién de las ecuaciones de movimiento
de un sistema integrable se puede obtener por cuadraturas, es decir, resolviendo un
niimero finito de ecuaciones algebraicas y calculando un niimero finito de integrales.

Antes de dar la demostracién, recordemos brevemente las nociones ele-
mentales de la teorfa de Hamilton-Jacobi que nos facilitard la prueba del teo-
rema de Liouville.

Sea (R x M, Q), H) un sistema hamiltoniano, con Q) = w — dH A dt, donde
w una forma simpléctica en M. Dadas coordenadas canénicas (4, p;) en M, la
idea es buscar una transformacién canénica (Q/(t,q', p;), Pi(t, q',p;)) tal que
las nuevas coordenadas sean constantes de movimiento, o equivalentemente,
que la nueva hamiltoniana K sea cero. En este caso las ecuaciones de Hamilton

23



24 CAPITULO 3. SISTEMAS INTEGRABLES

son 9K
= —-— = .j
0=3p =¢
Y oK
~ gl

Como se vio en el capitulo 2, una manera de dar una transformacién canénica
es dar una funcién generadora F. Dada una funcién generadora F = F(t,4', Q").
Sabemos que

K—-H=—
ot’
asi que si K es cero entonces

i oF _
H(t/q/P1)+§ =0

__OF
pi = o
Luego de estas dos ecuaciones tenemos
; OF oF
H(t,q,—)+ = =0
oq' ot
esta es la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi.
De lo anterior notamos que resolver las ecuaciones de movimiento es equi-
valente a resolver la ecuacién de Hamilton-Jacobi.
Notemos que la ecuacién de Hamilton-Jacobi es una ecuacién diferencial
parcial de primer orden de n + 1 variables, a saber, ¢, ql, ...q". Una solucién
completa de esta ecuacién es de la forma

F=F(t, ql,...q”,txl, s Oyt 1)

donde las cantidades a7, ..., &,11 son constantes independientes, una de esas
contantes es irrelevante, luego podemos escribir

F=F(t, ql,...q”,txl,..., &)

Bajo apropiadas condiciones de regularidad, tal funcién genera una trans-

formacioén canénica con coordenadas

; oF

Q' =un P =—=
aq

y estas son constantes de movimiento.
Estamos listos para presentar la demostracién del teorema de Liuoville,
como se da en [8].
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Demostracién. Supongamos que tenemos Q' = Q'(t, ¢, p;), ..., Q" = Q"(t, 4", p;)
n constantes de movimiento en involucién y funcionalmente independientes.
Supongamos que podemos escribir p; = F;i(t,q/, Q). Definimos

Hit,q', Q) = H(t,q" Fi(t,qd,Q)))
y veamos que la forma diferencial
Fdq' — Hdt
es exacta, para esto veamos que
_OH
aq!

o o5
og  oq

oF _
o

4

en efecto, sustituyendo p; = Fi(t,q/, Q') en Q' tenemos
Q' =Q'(t.q,F(tq", Q")

luego '
_ 9

i i
o_ Q' Q' 9K )
ot

0Q' 9k Q' 9F;
aq™ ~ Ipg Iq™

Bpk ot ’

Por otra parte
0090 99 90
09" 0pm 99" Ipm
0Q' 0F, 0Q/  9QJ oF, 9Q'

{Q, 0}

Ipk 99™ Opm

0Q' 9F, 0Q/
~ 9px 07" Opm
9Q' 0Q/  OF,

JF,

oF,

Como {Q', Q'} o

De la definicién de H tenemos

agm

9H oH

95" oq"  dp;oq'

luego
oH oH
og  9q

oH oF;

Apx 99™ Opm
0Q/ 9F, 9Q'
Opm g~ Op

= 0 entonces — — —— = 0.

oH 9oF;

opj aq'
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Ademas como las Q' son constantes de movimiento entonces

dQ'  9Q" 9Q' 9H 9Q' oH

0="3r = ar T ogiap,  apmag
00 Q' oM
asf sustituyendo —- 3t agm aqm tenemos
) _ Q9K 0Q 9K oH _aQ 9 _oH oF:
~ Opp Ot Opr 0qM Opy  Opm O™  Opi g™
B an(aFk+@) 20 OH 9F apm)
© Oop 9t 9gF’ Opropwm o™ Agk
Qi 0F  OH
= oo Tag)
Luego
oF ol
5o =0

Asi podemos concluir que la forma diferencial Fidg' — Hdt es exacta, luego
existe una funcién S = 5(t,4', Q') tal que

dS = Fdq' — Hdt
y esta es una solucién completa de la ecuacién de Hamilton-Jacobi

; 0S aS
H(t,q', aquE 0.

O

Notemos que en efecto hemos resuelto las ecuaciones de movimiento por
cuadraturas, calculando la funcién S solucién completa de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi y realizando algunas manipulaciones algebraicas para expre-
sar cada p; como funcién de f, ql, ~-q", Ql, .., Q"



Capitulo 4

Extensiones al caso
dependiente del tiempo

En este capitulo presentamos algunas relaciones entre primeras integrales
de sistemas hamiltonianos, haciendo los comentarios correspondientes para
sistemas auténomos, ya que muchos de los resultados presentados aqui son
extensiones de resultados establecidos para sistemas auténomos. He aqui la
importancia de este trabajo que presenta las definiciones correspondientes y
los resultados para cuando las funciones implicadas pueden depender expli-
citamente del tiempo.

En adelante escribiremos (xy) con u = 1,2, ...,2n para referirnos a las coor-

denadas (ql, s q", P1, s P ), luego el campo vectorial Xy tiene la forma

o H D
5 9x, ox, ot
y las ecuaciones de Hamilton son

oH

Xy = €=
dx
I

donde €, son las coordenadas de la matriz

E:(ew):<_01 é)

donde I es la matriz identidad de orden n. Aqui el primer subindice y co-
rresponde a la p-ésima columna y el segundo subindice v corresponde a la
v-ésima fila. Es claro que la matriz E es antisimétrica.

27
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También sabemos que dada f € C*(R x M) constante de movimiento,

existe un campo vectorial F tal que F.Q) = —df, F tiene la forma local
of o
F = 61,”/ ox a +CX H

luego el paréntesis de Poisson de dos constantes de movimiento f y g tiene la
forma local
of 9g

{f,8t=e ’“’ax oxy

Usando esta notacién tenemos que una transformacién de coordenadas
(Qi(t, ¢, pi), Pi(t, 7, pj)) es una transformacién canonoide si y solo si existe
una funcién K tal que

9K OH 4 H

P [*Xa, Pk}aqu — [xa,q e + [t x4]

= €w [xy, X4 ] + [t, x4

H
dxy
Sabemos que la existencia local de una funcién K satisfaciendo la ecuacién

diferencial parcial de arriba esta garantizada por la condicién

’K  9%K
0x30X, o 0x,0xg"

Usando las propiedades del paréntesis de Lagrange tenemos

K PK _. d[xy, x,] OH e, 2] ’H 9t x4]
0xgdXy,  0Xx0Xp g 0xg axy pritvs2a 0xg0x, oxg
. d[xv, xg] 9H B - PH ot xg]
M 9x, 0xy pritvsSp 0x4 0, x4
d[xp, Xa] 0H 0’H 0?H  9xp, X4]
= o, ax, T ewle e Tl St =5 =0

Luego la existencia de K estd garantizada si el paréntesis de Lagrange sa-
tisface

d[xp, x| OH 0’H ?H  9[xp, X4]

axl/ axﬂ + €;41/[Xﬁ/ xv] Bx,xax}, — €uy [Xou XV] BXﬂaxy + ot =0.

6}41/

La ecuacién anterior es de gran importancia ya que dada una transforma-
cién de coordenadas que cumple con dicha ecuacién, se puede concluir que
tal transformacién de coordenadas es una transformacién canonoide.

Ahora, consideremos dada una segunda estructura simpléctica w sobre M,
podemos definir un (1,1)-tensor (es decir, un tensor de tipo mixto una vez
covariante y una vez contravariante) S por la relacién

@(X,Y) = w(SX,Y)
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para cualquier par de campos vectoriales X y Y.

Definicién 4.1. Decimos que w es compatible con el sistema hamiltoniano (R x
M,Q, H) si
LXHw =0 Y Ng =0

donde Ng es un (2,1)-tensor llamado tensor torsion de Nijenhuis, definido por
Ns(X,Y) = [SX,SY] — S[SX,Y] — §[X,SY] + S?[X, Y]
donde [X, Y] es el corchete de Lie de los campos vectoriales X y Y.

El concepto de compatibilidad de una segunda forma simpléctica con un
sistema hamiltoniano es debido a F. Magri, aunque solo el caso de sistemas
auténomos. Este ha sido estudiado por varios autores, entre ellos R. Brouzet,

ver [2] y [1].
Supongamos que @ es compatible con el sistema hamiltoniano (R x M, O, H),
existen coordenadas locales (Q', P;) en M, tales que @ tiene la forma candnica

@ =dP; ANdQ'
luego

9P 9Q" 9P Q' 9P 9Q" 9P 9Q'
dxy dx,  dxy dxy ot dx,  dxy ot
= =[xy, x)dx, Ndx, — [t x,)dt Adxy
=[xy, xuldx, ANdxy — [t x,]dt Adxy.

)dx, Adxy + ( )dt Adxy

Por otro lado, segtin la formula de Cartan
Ly, w = Xyodw + d(Xyow) = d( Xy ow).

Calculemos
Xygow = 0 = 0;dx;.

6, - (mw)(%)

_ d
ox
1
LI R R B
— Mox, ox ox; ot’ ox;
oH_  _
= eyvﬁwvi+wti
oH

€ =— X, x| — [t xi],
axy 1 1
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luego
Ly, @ = d(Xy@)
2
= (ewa[gxx';d gi + € [Xa, 10 33?5;;; - a[;'xj;“]
= (GMVWSZ ew[xaIXV]axa::;_i’l — €uw(xp, Xu]aijgiy - a[xg;xa] )dxg A dxy
= (eﬂvwgi + €y [xﬁ'xv]ajj;iy — €y[Xa, Xy aj;;y + a[xg,txa] Ydxy A dxg.

Asi vemos que la condicién Ly, @ = 0 es equivalente a que la transforma-

cién de coordenadas (Q(t, x,), P;(t, x,)) es una transformacién canonoide.
Ahora veamos la forma en coordenadas (x,) del tensor S,

0
S=SPdxg® —,
wdxg 02y s
tenemos que w = €yydx, Ndxyy @ = Wyydxy, N dxy.
Veamos lo siguiente

D0 sl
8xi'8xj N axi’ax]-

)

T(X,Y)=w(SX,Y) = @

o 9

= @i =w(Si—, —
gl ( kaxk ax]

= wi]' = S;;wkj

4

[xj, xi] = syex;
= S = €jilxj, xi] = exjlxi, xjl,
esto es 5
Su = €ar[Xp, %]
o bien podemos escribir matricialmente S = EW, donde W es la matriz

W = ([x;, xj]) = @j.

Veamos que la matriz S tiene a lo mas n autovalores diferentes, en efecto,
sea A un autovalor de S, el espacio de autovectores asociados a A esta definido

por
Ey = ker(S—AI) = {x € R¥": (§ — Al)x = 0},

notemos que
(S—ADx=0 & (EW—-ADx=0
& (E-Aaw bHr=o.
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Asi que
Ey = ker(E—AW™1),

luego como el espacio imagen de toda matriz antisimétrica es de dimension
pary E — AW~! es antisimetrica, entonces din (Im(E — AW~!)) es par, ademés
como E — AW~ es de orden par entonces tenemos que dinm(E,) es par, esto
implica que

2 < dim(E,) < multiplicidad algebraicade A.

Concluimos que cada autovalor de S tiene multiplicidad algebraica mayor
oigual a 2, por lo tanto S tiene a lo més n autovalores diferentes.

A continuacién veremos que los autovalores de S son primeras integrales
del sistema hamiltoniano (R x M, ), H) y ademds estan en involucién.

Definamos el (1, 1)-tensor U por

’H
dx)0xg

uf = €x7

entonces la ecuacion Ly, @ = 0 es equivalente a

ds?
s\l ujsp =0
en efecto
asP
A —squl + ujsh =
=e€ Ilxp, € 3[Xﬁ,xa]dxv_€ [xy, x4 € H +e °H €uv[xp, xy]
M M xy,dt T TR xg T T gy P
=¢ (a[xﬁ'x“]Jra[xﬁ'x“]e i—e [x x}LZH + e [x x]iaZH
Y vy,  Mox, MUV TMoxuoxg MR T ox,x,
=€ (a[xﬁ'xa]—i—e a[xﬁ'xa}i—e [x x};pH + e [x x]iaZH
Y M 0x, dx, MUY T oxgax,, MR T gx,0x,

Luego podemos escribir en forma matricial

das
E—SllfllS

donde S y U son las matrices con entradas 55 y Uf respectivamente, aqui el
subindice « corresponde a la #-ésima columna y el superindice  corresponde
a la B-ésima fila.

Ahora definimos las funciones

Ko =log| det S|
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y para cada entero m no nulo
K;n - ltr(s}ﬂ)
m

estas funciones son constantes de movimiento, en efecto, sabemos que tr(A +
B) =tr(A)+tr(B) y tr(AB) = tr(BA) para cualquier par de matrices cuadra-
das Ay B, luego param > 10m < —1 tenemos

d 14 m
E(KM) = %ﬁ(ﬁ’S)
1 d .,
_ 1, agm18S
= mtr(nS dt)

1
= —tr(P
—tr(P[s, U))
— Lypsu - pus)
m
= 0/

donde hemos escrito P = mS™ 1.
Para m = 1 tenemos

d d d
y param = —1 tenemos
d _d . 1 4, -
(K1) = 2 (1r577) = tr(ln|5| 75 =tr(Qls, U]) =0
donde hemos escrito Q = 1
~ In|S|

Finalmente para ver que Ky es una contante de movimiento recordemos
que el determinante de una matriz cuadrada de orden / se puede escribir como
funcién de las trazas de potencias hasta el orden I de la matriz.

Notemos que estas funciones no son funcionalmente independientes, en
efecto, como S es una matriz de orden 2n x 2n entonces K, para m > 2n +
1y (detS)™K_,, para m > 1, pueden ser expresadas como polinomios de
Kj, ..., Ky, y ya sabemos que Ky se puede escribir como funcién de las Ky, ..., Ka;,.
Asi que podemos concentrarnos sélo en las constantes de movimiento Ky, ..., Ko;,.

Como los autovalores de una matriz se pueden escribir como funciones
de las trazas de potencias de la matriz, entonces podemos concluir que los
autovalores de S son constantes de movimiento.
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Para la prueba de involucién, recordemos la condicién de la nulidad del
tensor torsién de Nijenhuis

Ns =0,

se ve facilmente que las coordenadas del tensor torsién de Nijenhuis tienen la
forma local

N

b= 519,58

= SpOASK — Sh0aSh + ShapSy

i . d
donde por simplicidad hemos escrito d, para denotar a FPe
A
Ahora veamos que para m > 1 tenemos

NEG(S™1)l = SEEASE) (8™ 1)k — (S™)haask — (5™ (9aSh — 9pS2)
= Sa(@SH(S" I — (S")50uS)

1 1
= ESQa)\trSm - maatrsm+1,

esto es

NV

—1yp_ Lo 1 1
lXﬁ(Sm )}l — %Saa)\trsm - maatrsm+

NP‘

Si el tensor torsion de Nijenhuis de anula entonces
SAN K = 0 Kipg1

esto es
€0 (X0, X0]07 Kiy = 00Ky 1
luego

[x7, X9]0)\Kin = €400 Kipy41.-

Con este resultado podemos probar la involucién de las Kj, ..., Ky, lo cual
evidentemente implica la involucién de los valores propios de S. Procedemos
de la siguiente manera



34 CAPITULO 4. EXTENSIONES AL CASO DEPENDIENTE DEL TIEMPO

. 9Ky, 9K
w dxy 9xy
aKl—l dKy,
X, oxy
0Ky, 0K _4
= —[xy,x;d@ ax/\
9Kiy1+1 0K
dx, 0dx)
9K+1 9K; 4
dx, dx)

= {Kus1, K1}

{KmrKl}

= [x/\/x l]
H

= —€\

= €4\

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que [ > m, asi que iterando
el cdlculo anterior m — I veces tenemos que

{Kmr Kl} = {Kl/ Km} =0.

Asi queda demostrada la involucién de las funciones Ky, ...Ky,.

Hemos probado que los autovalores de S los cuales son a lo mas n, son
constantes de movimiento en involucién y también lo son las funciones Kj, ..., Ko;,.
Cabe mencionar que en la referencia [4], se encuentra, para el caso de sistemas
auténomos, la manera de obtener las constantes Ky, ..., Ky, partiendo de dos
sistemas que describen el mismo sistema mecénico, lo que aqui ha sido ex-
tendido como compatibilidad de estructuras simplécticas, o bien, a través de
transformaciones canonoides.

Para finalizar presentamos algunos ejemplos.

Ejemplo 4.1. Consideremos un sistema hamiltoniano con coordenadas canénicas
(91,92, p1, p2) Y funcién hamiltoniana

H(t, q1,92, pl,pz) = (t3 — 51’)}71 + 3t2p2 —tq1 — sin tgo.

Consideremos la transformacion de coordenadas
Q1 =92
Q2 =p2—2p1 +
4 2 £6

5 t t 5 )
P = pl(itz— Z)+ql(pl - E)+ (p2 4 cost)? —gqo + o Zt4+t3+smtz

P, = —pp —cost — 4de'.
Se ve ficilmente que ésta es una transformacién canonoide con hamiltoniana

K(t,Q1,Qz, P, Py) = 3t2P; + sin tP, — 2t cos t*Qq + 4e' Qs.
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Por otro lado, la matriz S = (S,,/i3 ) es de la forma

P p2m] 0 —[q2q1]
P1,a2]  [p2.92] (92,91 0
0 P21l [pr@1]  [p1,92]

—[p2, p1l 0 [p2,q1]  [p2,92]

en este caso

[Pl/ ‘11] .
t
[P1,92] = —§t2+z—lh,
(P2, p1] = 2/
[p2,q1] =
[p2,92] = (P%4-cost)y
t
G201l =p1— 5
Luego
2
0 0 0 5P
—§t2+ﬁ—q1 —2(p2 +cost) pl—ﬁ 0
S=1 2 4 2 5 A
t
_ T2
0 2 0 St m
0 0 —2(p2 + cost)

Los autovalores de S son

A = —pp — cost — \/(p2 + cost)? — t2 4+ 2pq

Ay = —pp — cost + \/(pz + cost)? — t2 + 2p;.

Asi que Ky = —4(pa + cost) y Ky = 2t24p; — 21> — 4(py + cos t)?, éstas son
primeras integrales funcionalmente independientes y en involucion.

Podemos concluir que el sistema considerado es integrable.

Ahora, veremos que el tensor torsién de Nijenhuis no se anula, en efecto

N2, = $19,5% — 539,52 — 529,55 + 529,57
= 510457 — 530157 — 040
= —4-0

= —4
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Ny, = 5303S; —5101S; — 53025} + 5,045}
— 53935 — 0 — 0+ 530,53
= 2-0-0+0
2

entre otras.
Este ejemplo muestra que la nulidad del tensor torsion de nijenhuis no es una
condicién necesaria para la involucion de las primeras integrales encontradas.

Veamos otro interesante ejemplo.

Ejemplo 4.2. Consideremos un sistema hamiltoniano con coordenadas candnicas
(91,92, 93, p1, P2, p3) Y funcion hamiltoniana

3
H(t,q1,92,93, p1, P2, P3) = tp1 + % —e'ps — 5qp — sin tqs.
Consideremos la transformacion de coordenadas
Q1 =p2
Q=pi+ps

Qs=qgs+e —t!
ﬁ)

Pr=pi(p2 =5t) (92 = 12
P, =qy — p3 — tpy — ¢! — cost

P3 = q3(ps + cost + 1) + ¢ (p3 + cost),

ésta es una transformacion canonoide con hamiltoniana

K(t,Q1,Q2,Q3, Py, Py, P3) = 5P +sentPy — 4t°P3 + e Qy + €' Q3.

La matriz S = (Sf ) tiene la forma

lp@]  p2@] P33 0  —lq2@m] —[43 7]
p1,a2] (P22 [p3.92] [92,41] 0 —[93,92]
p1,a3]  [p2q3]  [ps,a3] [93.41]  [93.92] 0

0 P2, p1l  lpa, vl [pra]  [pra2]  [p14s)
—[p2, p1] 0 [p3,p2]l [p2@1]  [p2.q2]  [p2.45
—[ps,p1]  —Ips p2] 0 [P q1]  [pa, a2l [ps, 93]

en este caso

[P1,91] = 2p1
[Pl/ ’72] =0
[P1,q3] =0
[p2,q1] =0
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[p2,q2] = p1(p2 — 5t)
[p2,q3] =0
r
[p2,p1] = (35 — 92) (5t = p2)
[P3, ‘71] =1
[p3,q2] =0
[p3,q3] = —q3 — ¢
[p3, 1] =2p1 — £
[P3/ P2] =0
[92,91] =0
[93,91] = 0
(93,921 =0
entones
2p1 0 1 0 0 0
0 p1(ps — 5t) 0 0 0 0
0 0 —qz—e 0 0 0
3
5= 0 (% —p)(5t—p2) 2p1—F 2p 0 0
3
(g2 — §;><5t —p) 0 0 0 pi(p-5t 0
2 —2pq 0 0 1 0 —q3 — ¢!

Los autovalores de S son
)\1 = Zpl,

Ay = p1(p2 —5t)

Y
A3 = —q3—¢,

éstas son primeras integrales funcionalmente independientes y en involucion.
En este caso, igual que en ejemplo anterior, vemos que el tensor torsion de Nijen-
huis no se anula, en efecto

Nz = (5t = p2)(2p1 — 1)
y otras.

En el siguiente ejemplo tenemos un tensor torsién de Nijenhuis nulo.

Ejemplo 4.3. Consideremos el sistema hamiltoniano con coordenadas canénicas (41,92, p1, P2)
y funcién hamiltoniana

H(t, q1,92, P1, Pz) = —5tq1 + 3t2qz + sintpy.

Consideremos también la transformacién de coordenadas

2
_n
Ql—z,
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Q= P2+t3+et,

Pl - p]/

Py, = pp(1—qo —cost) — t3q, — 3 cos t — €', ésta es una transformacion canonoide
con hamiltoniana

K = —5tQ1 + (32 4 ¢)Q, + €' Ps.

Ahora calculemos la matriz S,

[P, q1] = —aq1,
[p1,92] =0,
[p2,p1] =0,
[p2,q1] =0,
[p2,42) = —p2 =Py
[‘72/ ‘h] =0.
Luego
—q 0 0 0
s_| 0 - B0 0
0 0 —
0 0 0 —pp—13

Los autovalores de S son

AM=-—qn y Ay =—py— 12,

éstas son primeras integrales funcionalmente independientes.
En este caso se verifica facilmente que el tensor torsién de Nijenhuis se anula.



Conclusion

Podemos extender de manera natural al caso dependiente del tiempo, al-
gunos resultados establecidos para sistemas auténomos. Vimos que para el ca-
so dependiente del tiempo podemos definir de la misma manera que para sis-
temas auténomos, la compatibilidad de una segunda estructura simpléctica,
probamos su equivalencia con la existencia de una transformacién canonoide
y vemos que podemos obtener primeras integrales, posiblemente dependien-
tes explicitamente del tiempo, en involucién.

Tenemos ejemplos donde tanto la hamiltoniana como las primeras integra-
les encontradas dependen explicitamente del tiempo. Con algunos de ellos,
vimos que la nulidad del tensor torsién de Nijenhuis no es una condicién ne-
cesaria para la involucién de las primeras integrales encontradas.
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