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Introducción

En el estudio de la mecánica clásica aparecen sistemas de ecuaciones dife-
renciales ordinarias que representan la evolución temporal de sistemas mecáni-
cos. La formulación en el lenguaje de la geometrı́a diferencial de estos sistemas
mecánicos son los sistemas hamiltonianos. Para algunos de estos sistemas es
posible hallar un número suficientemente grande de integrales de movimien-
to, de tal manera que la solución general del sistema se tiene esencialmente.
Tales sistemas se llaman sistemas integrables. En algunos casos es posible,
además, hallar relaciones diferenciales entre primeras integrales, aunque los
resultados obtenidos hasta ahora se restringen usualmente a sistemas hamil-
tonianos autónomos, es decir, sistemas donde las funciones implicadas no de-
penden explicitamente del tiempo.

En este trabajo presentamos extensiones para el caso de sistemas hamilto-
nianos donde las funciones implicadas pueden depender explicitamente del
tiempo, de algunos resultados establecidos para sistemas hamiltonianos autóno-
mos.

Comenzamos introduciendo las nociones básicas de la geometrı́a simplécti-
ca en el capı́tulo 1 , ya que ésta es el lenguaje natural en el que se presentan los
sistemas hamiltonianos. Luego, en el capı́tulo 2, presentamos la teorı́a bási-
ca de los sistemas hamiltonianos, incluyendo la dependencia en el tiempo y
definiendo los elementos necesarios para presentar el punto central y de im-
portancia de esta tesis. En el capı́tulo 3, llegamos a integrabilidad de un siste-
ma hamiltoniano, presentamos el Teorema de Liouville y damos una demos-
tración. Finalmente, y como objetivo principal de esta tesis, en el capitulo 4
presentamos algunas relaciones entre primeras integrales de sistemas hamil-
tonianos, los resultados presentados aquı́ son extensiones al caso dependiente
del tiempo de trabajos presentados principalmente en las referencias [1], [2] y
[4].

Por la naturaleza del tema de estudio, para la lectura de este trabajo, se re-
quieren conocimientos de los objetos básicos de la geometrı́a diferencial, tales
como variedades diferenciales, campos vectoriales, tensores, la derivada de
Lie, curvas integrales, entre otros. Estos temas se pueden ver en [6], [9] o [3].
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Capı́tulo 1

Geometrı́a simpléctica

En este capı́tulo damos algunas nociones básicas de la geometrı́a simplécti-
ca, ésta juega un papel muy importante en matemática y fı́sica, particularmen-
te, la geometrı́a simpléctica es el lenguaje natural en el que se presentan los
sistemas hamiltonianos.

Comenzamos con algunas nociones de álgebra lineal.

Definición 1.1. Un 2-tensor ω en un espacio vectorial real V se dice no degenerado
si se tiene:

ω(u, v) = 0 ∀v ∈ V =⇒ u = 0.

Proposición 1.1. Son equivalentes:

1. ω es no degenerado.

2. La matriz (ωij) de representación de ω en cualquier base de V es no singular.

3. La transformación lineal ω : V −→ V∗ definida por

ω(u)(v) = w(u, v)

en invertible.

La demostración de esta proposición es elemental, el hecho de que ω(u, v) =
0 ∀v ∈ V =⇒ u = 0 es equivalente a que el núcleo de la transformación lineal
ω es el subespacio nulo, esto es, ω es inyectiva y como las dimensiones de V
y V∗ son las mismas entonces ω es un isomorfismo lineal. Ası́ se ve que 1 y 2
son equivalentes, para ver que 2 y 3 son equivalentes simplemente considere-
mos cualquier base e1, ...en de V y su base dual ε1, ...εn luego la matriz (ωij) de
representación de ω en la base e1, ...en de V es la representación matricial de ω
en las bases e1, ...en de V y ε1, ...εn de V∗.

Definición 1.2. Un 2-tensor antisimétrico y no degenerado se llama tensor simplécti-
co.
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12 CAPÍTULO 1. GEOMETRÍA SIMPLÉCTICA

A continuación veremos que todo tensor simpléctico tiene una forma canóni-
ca muy agradable.

Teorema 1.1. Forma canónica de un tensor simpléctico. Si ω es un tensor simplécti-
co en un espacio vectorial V entonces V tiene dimensión par 2n y existe una base
{A1, ..., An, B1, ..., Bn} de V tal que

ω = Σn
i=1αi ∧ βi,

donde {α1, ..., αn, β1, ..., βn} es la base dual de {A1, ..., An, B1, ..., Bn}.

Para una demostración de este teorema ver [6].
Ahora estamos listos para pasar a variedades diferenciales.

Definición 1.3. Una forma simpléctica en una variedad diferencial M, es una 2-
forma diferencial cerrada ω tal que para cada p ∈ M se tiene que ωp es un tensor
simpléctico en Tp M.

El par (M, ω) se llama variedad simpléctica.

Definición 1.4. Sean (M, ω) y (N, ρ) variedades simplécticas. Un mapeo diferen-
ciable F : M −→ N se dice simpléctico si F∗ρ = ω. Si además F es un difeomorfismo
entonces F se dice simplectomorfismo.

Proposición 1.2. Todo mapeo simpléctico es una inmersión.

La demostración de esta proposición se ve de manera sencilla. Sean (M, ω)
y (N, ρ) variedades simplécticas y F : M −→ N un mapeo simpléctico. Vea-
mos que para cada p ∈ M el mapeo lineal F∗ : Tp M −→ TF(p)N es inyectivo,
en efecto, sea v ∈ Tp M tal que F∗(v) = 0, luego para todo u ∈ Tp M tenemos

ωp(v, u) = (F∗ρ)p(v, u) = ρF(p))(F∗(v), F∗(u)) = ρF(p))(0, F∗(u)) = 0,

como ω es no degenerada entonces v = 0, ası́ concluimos que F∗ es inyectiva
y por lo tanto F es una inmersión.

El siguiente teorema es fundamental en la geometrı́a simpléctica, es un
análogo no lineal del teorema de la forma canónica de un tensor simpléctico.

Teorema 1.2. Teorema de Darboux. Sea (M, ω) una variedad simpléctica, para
cada punto p ∈ M existen coordenadas locales (q1, ..., qn, p1, ..., pn) tales que

ω = dpi ∧ dqi.

Aquı́ hemos usado el convenio de suma de Einstein y lo usaremos de ahora en
adelante.

Éstas coordenadas se llaman canónicas o coordenadas de Darboux.

Para una demostración de este teorema ver [6] o [3].
Para finalizar este capitulo, presentamos un ejemplo muy importante (po-

siblemente el más importante) de variedad simpléctica, a saber, el fibrado co-
tangente.
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Ejemplo 1.1. El fibrado cotangente. Sea M una variedad diferencial de dimensión
n. Sabemos que el conjunto T∗M =

⋃
p∈M

T∗p M tiene estructura de variedad diferencial

de dimensión 2n, la cual viene dada por:
Si (x1, ..., xn) son coordenadas locales en M entonces para cada p ∈ M el el

dominio de las coordenadas anteriores, tenemos que

αp = pi(αp)dxi|p

para cada αp ∈ T∗p M. Definimos

qi(αp) = xi(π(αp)) = (xi ◦ π)(αp),

donde π : T∗M −→ M está definido por π(αp) = p, luego (q1, ..., qn, p1, ..., pn) son
coordenadas locales en T∗M.

Ademas T∗M es un fibrado vectorial sobre M con mapeo proyección π, llamado el
fibrado cotangente de M.

Para más detalles ver [6].
Sabemos que αp ◦ π∗|αp ∈ T∗αp(T

∗M).
Definimos el campo de 1-covectores θ en T∗M por

θαp = αp ◦ π∗|αp ,

en coordenadas locales (q1, ..., qn, p1, ..., pn) se ve que

θαp = pi(αp)dqi|αp ,

esto es
θ = pidqi,

luego θ es una 1-forma diferencial en T∗M, la cual llamamos la 1-forma fundamental
en T∗M.

Ahora definimos
ω = dθ = dpi ∧ dqi,

ω es la 2-forma simpléctica canónica o fundamental en T∗M.
Para más detalles ver [9].
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Capı́tulo 2

Sistemas hamiltonianos

En este capı́tulo presentamos la teorı́a básica de los sistemas hamiltonia-
nos.

En la mayorı́a de los textos sobre sistemas hamiltonianos, se trata solo el
caso en el que la funciones implicadas no dependen explicitamente del tiem-
po, éstos son llamados sistemas hamiltonianos autónomos. Ver [9], [11], [3],
entre otros.

Presentamos la teorı́a general, donde las funciones implicadas pueden de-
pender explicitamente del tiempo, haciendo los comentarios adecuados res-
pecto a los sistemas autónomos.

Sean (M, ω) una variedad simpléctica y H ∈ C∞(R×M). Sea t la coorde-
nada global en R.

Definición 2.1. Definimos la 2-forma Ω en R×M por

Ω = ω− dH ∧ dt.

La terna (R×M, Ω, H) es un sistema hamiltoniano.

Sean (qi, pi) coordenadas canónicas en M, luego Ω tiene la forma coorde-
nada

Ω = dpi ∧ dqi − dH ∧ dt.

Tenemos que existe un único campo vectorial XH en R×M tal que
XH(t) = 1 y XHyΩ = 0, en efecto, supongamos que existe

XH = Ai
∂

∂pi
+ Bi ∂

∂qi + C
∂

∂t
campo vectorial que satisface las condiciones an-

teriores,
XH(t) = 1 =⇒ C = 1

y

XHyΩ = 0 =⇒ (XHyΩ)(
∂

∂x
) = 0,

15



16 CAPÍTULO 2. SISTEMAS HAMILTONIANOS

donde x puede ser cualquiera de las coordenadas (qi, pi), veamos qué pasa si
x = qj para algún j ∈ {1, ..., n},

(XHyΩ)(
∂

∂qj ) = 0 =⇒ ω(XH ,
∂

∂qj ) = 0

=⇒ (dpi ∧ dqi − dH ∧ dt)(XH ,
∂

∂qj ) = 0

=⇒ det

(
Ai Bi

0 δ
j
i

)
− det

 Ai
∂H
∂pi

+ Bi ∂H
∂qi +

∂H
∂t

1

∂H
∂qj 0

 = 0

=⇒ Aj +
∂H
∂qj = 0

=⇒ Aj = −
∂H
∂qj .

De manera análoga evaluando en
∂

∂pj
se obtiene que Bj =

∂H
∂pj

.

Ası́ que

XH =
∂H
∂pi

∂

∂qi −
∂H
∂qi

∂

∂pi
+

∂

∂t

y está garantizada la existencia y unicidad.
El campo vectorial XH se llama campo vectorial hamiltoniano asociado a

H.
Las curvas integrales de XH vienen dadas por γ(s) = (t(s), qi(s), pi(s))

donde
ṫ(s) = 1,

q̇i(s) =
∂H
∂pi

(γ(s))

y

ṗi(s) = −
∂H
∂qi (γ(s)).

De la primera ecuación obtenemos t(s) = s + t0 con t0 constante y co-
mo las curvas integrales siguen siendo curvas integrales bajo traslaciones del
parámetro s (ver [6] capı́tulo 17), entonces podemos considerar t(s) = s, ası́
podemos escribir las curvas integrales de XH como γ(t) = (t, qi(t), pi(t)) don-
de

q̇i(t) =
∂H
∂pi

(γ(t))

y

ṗi(t) = −
∂H
∂qi (γ(t))
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estas son las ecuaciones de Hamilton.
En el caso de sistemas autónomos el campo vectorial hamiltoniano tiene la

forma local
XH =

∂H
∂pi

∂

∂qi −
∂H
∂qi

∂

∂pi
,

las curvas integrales de XH vienen dadas por γ(t) = (qi(t), pi(t)) y las mismas
ecuaciones de Hamilton.

Definición 2.2. Una constante de movimiento del sistema hamiltoniano (R×M, Ω, H)
es una función φ ∈ C∞(R× M) que es constante en cada curva integral de XH , o
equivalentemente

LXH φ = 0

donde LXH φ es la derivada de Lie de φ con respecto al campo vectorial XH .

Definición 2.3. Un campo vectorial A en R × M se dice una simetrı́a de Ω si
LAΩ = 0.

La formula de Cartan dice

LAΩ = AydΩ + d(AyΩ).

Como dΩ = 0 entonces A es simetrı́a de Ω si y solo si AyΩ es una 1-forma
cerrada.

Ahora como cada 1-forma cerrada es localmente exacta, entonces si A es
una simetrı́a de Ω, existe localmente una función ψ ∈ C∞(U) con U ⊂ R×M
abierto, tal que AyΩ = −dψ, luego ψ es una constante de movimiento local,
en efecto,

LXH ψ = XH(ψ)

= dψ(XH)

= XHydψ

= −XHy(AyΩ)

= Ay(XHyΩ)

= 0.

Recı́procamente, si ψ ∈ R× M es una constante de movimiento, enton-
ces existe un campo vectorial A tal que AyΩ = −dψ, en efecto, supongamos

que existe A = Ai
∂

∂pi
+ Bi ∂

∂qi + C
∂

∂t
campo vectorial en M que satisface la

ecuación anterior, esto es,

−dψ = AyΩ

= Ay(dpi ∧ dqi − dH ∧ dt)

= A(pi)dqi − A(qi)dpi − A(H)dt + CdH.
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Luego

Ai = −
∂ψ

∂qi − C
∂H
∂qi ,

Bi = − ∂ψ

∂pi
+ C

∂H
∂pi

y C es cualquier función diferenciable a valores reales. Luego A está definido
definido localmente por

A =
∂ψ

∂pi

∂

∂qi −
∂ψ

∂qi
∂

∂pi
+ CXH

y nuevamente está garantizada su existencia.
Notemos que A no es único ya que C es cualquier función diferenciable.
Ası́ que cualquier constante de movimiento esta asociada a una simetrı́a

de Ω.

Definición 2.4. Sean f1, f2 constantes de movimiento, definimos su paréntesis de
Poisson por

{ f1, f2} = F1( f2)

donde F1 es uno de los campos vectoriales en R×M tal que F1yΩ = −d f1.

Teorema 2.1. Propiedades del paréntesis de Poisson. Dadas f1, f2, f3 ∈ C∞(R×
M) constantes de movimiento y α ∈ R se tiene:

1. Bilinealidad: α{ f1, f2} = {α f1, f2} = { f1, α f2}.

2. Antisimetrı́a: { f1, f2} = −{ f2, f1}.

3. Identidad de Jacobi: {{ f1, f2}, f3}+ {{ f2, f3}, f1}+ {{ f3, f1}, f2} = 0.

Demostración. Primero notemos que en coordenadas canónicas locales (t, qi, pi)
tenemos que

{ f1, f2} =
∂ f1

∂pi

∂ f2

∂qi −
∂ f1

∂qi
∂ f2

∂pi
,

en efecto ,

{ f1, f2} = F1( f2)

=
∂ f1

∂pi

∂ f2

∂qi −
∂ f1

∂qi
∂ f2

∂pi
+ CXH( f 2)

=
∂ f1

∂pi

∂ f2

∂qi −
∂ f1

∂qi
∂ f2

∂pi
+ CLXH ( f 2)

=
∂ f1

∂pi

∂ f2

∂qi −
∂ f1

∂qi
∂ f2

∂pi
.
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Ası́ vemos que el paréntesis de Poisson está bien definido, éste no depende
de la elección de la función C.

Con esta forma local se verifica de manera directa la antisimetrı́a y la bili-
nealidad.

Ahora veamos que el paréntesis de Poisson de dos constantes de movi-
miento es también una constante de movimiento, en efecto,

LXH{ f1, f2} = XH{ f1, f2}
= XH(F1( f2))

= XH(F1( f2))− F1(XH f2)

= [XH , F1]( f2)

= 0.

la ultima igualdad se tiene ya que se verifica con un simple cálculo que el
campo vectorial [XH , F1] es proporcional a XH .

Ahora veamos que la identidad de Jacobi se obtiene de la siguiente manera.
Denotemos por F al campo vectorial en R × M tal que FyΩ = −d{ f1, f2}.
Notemos que

FyΩ = −d({ f1, f2})
= −d(F1( f2))

= −d(LF1( f2))

= −LF1 d f2

= LF1(F2yΩ)

= (LF1 F2)yΩ + F2yLF1 Ω
= [F1, F2]yΩ + F2y(F1ydΩ) + d(F1yΩ)

= [F1, F2]yΩ + F2y(F1y0− d(d f1)

= [F1, F2]yΩ + F2y(F1y0)
= [F1, F2]yΩ,

aquı́ hemos ocupado propiedades de la derivada de Lie y la formula de Car-
tan, para detalles ver [6].

{{ f1, f2}, f3} = F( f3)

= [F1, F2] f3

= F1F2 f3 − F2F1 f3

= F1({ f2, f3})− F2({ f1, f3})
= F1({ f2, f3}) + F2({ f3, f1})
= { f1, { f2, f3}}+ { f2, { f3, f1}}
= −{{ f2, f3}, f1} − {{ f3, f1}, f2}.

Ası́ tenemos el resultado deseado.
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Definición 2.5. Una transformación de coordenadas Qi = Qi(t, q1, ..., qn, p1, ..., pn)
Pi = Pi(t, q1, ..., qn, p1, ..., pn) se llama transformación canónica si

{Qi, Qj} = {Pi, Pj} = 0, {Pj, Qi} = δi
j

donde

{Xµ, Xν} =
∂Xµ

∂pi

∂Xν

∂qi −
∂Xµ

∂qi
∂Xν

∂pi

con Xµ cualquiera de las coordenadas (Q1, ...Qn, P1, ..., Pn).
Una transformación de coordenadas de este tipo preserva la forma de las ecuaciones

de Hamilton
Q̇i =

∂K
∂Pi

,

Ṗi = −
∂K
∂Qi

para alguna función K de las nuevas coordenadas.

Notemos que si la transformación es canónica se tiene

dpi ∧ dqi − dH ∧ dt = dPi ∧ dQi − dK ∧ dt

la cual es equivalente a

d(pidqi − Hdt− PidQi + Kdt) = 0

y esto es equivalente a la existencia de una función F = F(t, qi, Qi) tal que

pidqi − Hdt− PidQi − Kdt = dF.

Recı́procamente, dada una función F = F(t, qi, Qi) satisfaciendo

det(
∂2F

∂qi∂Qj ) 6= 0

y pidqi−Hdt− PidQi−Kdt = dF, podemos definir una transformación canóni-
ca por

pi =
∂F
∂qi , Pi =

∂F
∂Qi , K− H =

∂F
∂t

.

F se llama función generadora de la transformación canónica.
Para más detalles ver [10].
A continuación definimos las transformaciones canonoides, éstas son trans-

formaciones más generales que las transformaciones canónicas. A saber, las
transformaciones canónicas son un caso especial de transformaciones cano-
noides.
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Definición 2.6. Una transformación de coordenadas (Qi(t, qj, pj), Pi(t, qj, pj)) que
preserva la forma de las ecuaciones de Hamilton, esto es,

Q̇i =
∂K
∂Pi

Ṗi = −
∂K
∂Qi

para alguna función K = K(t, Qi, Pi) se llama transformación canonoide.

Definición 2.7. Sean u, v dos coordenadas del conjunto (t, qi, pi), definimos el parénte-
sis de Lagrange de u y v con respecto a las nuevas coordenadas Qi, Pi por

[u, v] =
∂Qi

∂u
∂Pi
∂v
− ∂Pi

∂u
∂Qi

∂v
.

Con simples cálculos, que omitimos aquı́, se ve que el paréntesis de La-
grange es antisimétrico, esto es

[u, v] = −[v, u]

y satisface la propiedad

∂[u, v]
∂w

+
∂[v, w]

∂u
+

∂[w, u]
∂v

= 0.

Veamos la siguiente caracterización de las transformaciones canonoides,
ésta es fundamental para lo que resta.

Teorema 2.2. Una transformación de coordenadas (Qi(t, qj, pj), Pi(t, qj, pj)) satis-

face Q̇i =
∂K
∂Pi

y Ṗi = −
∂K
∂Qi para alguna función K = K(t, Qi, Pi) si y solo si se

tiene
∂K
∂qi = [qi, pk]

∂H
∂qk − [qi, qk]

∂H
∂pk

+ [t, qi]

y

∂K
∂pi

= [pi, pk]
∂H
∂qk − [pi, qk]

∂H
∂pk

+ [t, pi].

Demostración. Supongamos que tenemos una transformación de coordenadas

(Qi(t, qj, pj), Pi(t, qj, pj)) que satisface Q̇i =
∂K
∂Pi

y Ṗi = − ∂K
∂Qi para alguna
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función K = K(t, Qi, Pi). Luego

∂K
∂qi =

∂K
∂Qj

∂Qj

∂qi +
∂K
∂Pj

∂Pj

∂qi

= −Ṗj
∂Qj

∂qi + Q̇j ∂Pj

∂qi

= −(
∂Pj

∂t
+

∂Pj

∂qk q̇k +
∂Pj

∂pk
ṗk)

∂Qj

∂qi + (
∂Qj

∂t
+

∂Qj

∂qk q̇k +
∂Qj

∂pk
ṗk)

∂Pj

∂qi

=
∂Qj

∂t
∂Pj

∂qi −
∂Pj

∂t
∂Qj

∂qi + (
∂Qj

∂qk
∂Pj

∂qi −
∂Pj

∂qk
∂Qj

∂qi )q̇
k + (

∂Qj

∂pk

∂Pj

∂qi −
∂Pj

∂pk

∂Qj

∂qi ) ṗk

=
∂Qj

∂t
∂Pj

∂qi −
∂Pj

∂t
∂Qj

∂qi − (
∂Qj

∂qi

∂Pj

∂qk −
∂Pj

∂qi
∂Qj

∂qk )
∂H
∂pk

+ (
∂Qj

∂qi

∂Pj

∂pk
− ∂Pj

∂qi
∂Qj

∂pk
)

∂H
∂qk

= [qi, pk]
∂H
∂qk − [qi, qk]

∂H
∂pk

+ [t, qi].

De manera análoga se tiene el resultado para
∂K
∂pi

.

Note que el recı́proco se tiene por el mismo cálculo.

Para más detalles de transformaciones canonoides ver [7].



Capı́tulo 3

Sistemas integrables

En este capı́tulo presentamos la definición formal de sistema integrable,
este campo de estudio nace junto con la Mecánica Clásica, con una búsqueda
de soluciones exactas a las ecuaciones de movimiento de Newton. Fue en el
siglo XIX cuando Liouville proporcionó un marco general que caracteriza este
tipo especial de sistemas mecánicos en el que las soluciones son obtenidas
resolviendo integrales y haciendo algunos cálculos algebraicos.

Sin más que esperar damos la definición de sistema integrable.

Definición 3.1. Un sistema hamiltoniano (R×M, Ω, H) con M de dimension 2n
se dice integrable (según Liouville) si existen n constantes de movimiento F1, ..., Fn en
involución y funcionalmente independientes.

En involución significa que {Fi, Fj} = 0 y funcionalmente independientes
significa que el subconjunto de puntos regulares del mapeo F = (F1, ..., Fn) es
denso en el dominio de definición de F.

A continuación el Teorema de Liouville.

Teorema 3.1. Teorema de Liouville. La solución de las ecuaciones de movimiento
de un sistema integrable se puede obtener por cuadraturas, es decir, resolviendo un
número finito de ecuaciones algebraicas y calculando un número finito de integrales.

Antes de dar la demostración, recordemos brevemente las nociones ele-
mentales de la teorı́a de Hamilton-Jacobi que nos facilitará la prueba del teo-
rema de Liouville.

Sea (R×M, Ω, H) un sistema hamiltoniano, con Ω = ω− dH ∧ dt, donde
ω una forma simpléctica en M. Dadas coordenadas canónicas (qi, pi) en M, la
idea es buscar una transformación canónica (Qj(t, qi, pi), Pj(t, qi, pi)) tal que
las nuevas coordenadas sean constantes de movimiento, o equivalentemente,
que la nueva hamiltoniana K sea cero. En este caso las ecuaciones de Hamilton

23
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son
0 =

∂K
∂Pj

= Q̇j

y

0 = − ∂K
∂Qj = Ṗj.

Como se vio en el capı́tulo 2, una manera de dar una transformación canónica
es dar una función generadora F. Dada una función generadora F = F(t, qi, Qi).
Sabemos que

K− H =
∂F
∂t

,

ası́ que si K es cero entonces

H(t, qi, pi) +
∂F
∂t

= 0

y

pi =
∂F
∂qi .

Luego de estas dos ecuaciones tenemos

H(t, qi,
∂F
∂qi ) +

∂F
∂t

= 0

esta es la ecuación de Hamilton-Jacobi.
De lo anterior notamos que resolver las ecuaciones de movimiento es equi-

valente a resolver la ecuación de Hamilton-Jacobi.
Notemos que la ecuación de Hamilton-Jacobi es una ecuación diferencial

parcial de primer orden de n + 1 variables, a saber, t, q1, ..., qn. Una solución
completa de esta ecuación es de la forma

F = F(t, q1, ...qn, α1, ..., αn+1)

donde las cantidades α1, ..., αn+1 son constantes independientes, una de esas
contantes es irrelevante, luego podemos escribir

F = F(t, q1, ...qn, α1, ..., αn).

Bajo apropiadas condiciones de regularidad, tal función genera una trans-
formación canónica con coordenadas

Qi = αi Pi = −
∂F
∂qi

y estas son constantes de movimiento.
Estamos listos para presentar la demostración del teorema de Liuoville,

como se da en [8].
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Demostración. Supongamos que tenemos Q1 = Q1(t, qi, pi), ..., Qn = Qn(t, qi, pi)
n constantes de movimiento en involución y funcionalmente independientes.
Supongamos que podemos escribir pi = Fi(t, qj, Qj). Definimos

H(t, qi, Qi) = H(t, qi, Fi(t, qj, Qj))

y veamos que la forma diferencial

Fidqi − Hdt

es exacta, para esto veamos que

∂Fi

∂qj =
∂Fj

∂qi y
∂Fi
∂t

= −∂H
∂qi ,

en efecto, sustituyendo pi = Fi(t, qj, Qj) en Qi tenemos

Qi = Qi(t, qj, Fj(t, qk, Qk))

luego

0 =
∂Qi

∂qm +
∂Qi

∂pk

∂Fk
∂qm y 0 =

∂Qi

∂t
+

∂Qi

∂pk

∂Fk
∂t

.

Por otra parte

{Qi, Qj} =
∂Qi

∂qm
∂Qj

∂pm
− ∂Qj

∂qm
∂Qi

∂pm

= −∂Qi

∂pk

∂Fk
∂qm

∂Qj

∂pm
+

∂Qj

∂pk

∂Fk
∂qm

∂Qi

∂pm

= −∂Qi

∂pk

∂Fk
∂qm

∂Qj

∂pm
+

∂Qj

∂pm

∂Fm

∂qk
∂Qi

∂pk

=
∂Qi

∂pk

∂Qj

∂pm
(

∂Fm

∂qk −
∂Fk
∂qm ).

Como {Qi, Qj} = 0 entonces
∂Fm

∂qk −
∂Fk
∂qm = 0.

De la definición de H tenemos

∂H
∂qi =

∂H
∂qi +

∂H
∂pj

∂Fj

∂qi

luego
∂H
∂qi =

∂H
∂qi −

∂H
∂pj

∂Fj

∂qi .
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Además como las Qi son constantes de movimiento entonces

0 =
dQi

dt
=

∂Qi

∂t
+

∂Qi

∂qm
∂H
∂pm
− ∂Qi

∂pm

∂H
∂qm ,

ası́ sustituyendo
∂Qi

∂t
,

∂Qi

∂qm y
∂H
∂qm tenemos

0 = −∂Qi

∂pk

∂Fk
∂t
− ∂Qi

∂pk

∂Fk
∂qm

∂H
∂pm
− ∂Qi

∂pm
(

∂H
∂qm −

∂H
∂pk

∂Fk
∂qm )

= −∂Qi

∂pk
(

∂Fk
∂t

+
∂H
∂qk )−

∂Qi

∂pk

∂H
∂pm

(
∂Fk
∂qm −

∂Fm

∂qk )

= −∂Qi

∂pk
(

∂Fk
∂t

+
∂H
∂qk ).

Luego
∂Fk
∂t

+
∂H
∂qk = 0.

Ası́ podemos concluir que la forma diferencial Fidqi − Hdt es exacta, luego
existe una función S = S(t, qi, Qi) tal que

dS = Fidqi − Hdt

y esta es una solución completa de la ecuación de Hamilton-Jacobi

H(t, qi,
∂S
∂qi ) +

∂S
∂t

= 0.

Notemos que en efecto hemos resuelto las ecuaciones de movimiento por
cuadraturas, calculando la función S solución completa de la ecuación de
Hamilton-Jacobi y realizando algunas manipulaciones algebraicas para expre-
sar cada pi como función de t, q1, ...qn, Q1, ..., Qn.



Capı́tulo 4

Extensiones al caso
dependiente del tiempo

En este capı́tulo presentamos algunas relaciones entre primeras integrales
de sistemas hamiltonianos, haciendo los comentarios correspondientes para
sistemas autónomos, ya que muchos de los resultados presentados aquı́ son
extensiones de resultados establecidos para sistemas autónomos. He aquı́ la
importancia de este trabajo que presenta las definiciones correspondientes y
los resultados para cuando las funciones implicadas pueden depender expli-
citamente del tiempo.

En adelante escribiremos (xµ) con µ = 1, 2, ..., 2n para referirnos a las coor-
denadas (q1, ..., qn, p1, ..., pn), luego el campo vectorial XH tiene la forma

XH = εµν
∂H
∂xµ

∂

∂xν
+

∂

∂t

y las ecuaciones de Hamilton son

ẋν = εµν
∂H
∂xµ

donde εµν son las coordenadas de la matriz

E = (εµν) =

(
0 I
−I 0

)
donde I es la matriz identidad de orden n. Aquı́ el primer subı́ndice µ co-
rresponde a la µ-ésima columna y el segundo subı́ndice ν corresponde a la
ν-ésima fila. Es claro que la matriz E es antisimétrica.
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También sabemos que dada f ∈ C∞(R × M) constante de movimiento,
existe un campo vectorial F tal que FyΩ = −d f , F tiene la forma local

F = εµν
∂ f
∂xµ

∂

∂xν
+ CXH

luego el paréntesis de Poisson de dos constantes de movimiento f y g tiene la
forma local

{ f , g} = εµν
∂ f
∂xµ

∂g
∂xν

.

Usando esta notación tenemos que una transformación de coordenadas
(Qi(t, qj, pj), Pi(t, qj, pj)) es una transformación canonoide si y solo si existe
una función K tal que

∂K
∂xα

= [xα, pk]
∂H
∂qk − [xα, qk]

∂H
∂pk

+ [t, xα]

= εµν[xν, xα]
∂H
∂xµ

+ [t, xα].

Sabemos que la existencia local de una función K satisfaciendo la ecuación
diferencial parcial de arriba está garantizada por la condición

∂2K
∂xβ∂xα

=
∂2K

∂xα∂xβ
.

Usando las propiedades del paréntesis de Lagrange tenemos

∂2K
∂xβ∂xα

− ∂2K
∂xα∂xβ

= εµν
∂[xν, xα]

∂xβ

∂H
∂xµ

+ εµν[xν, xα]
∂2H

∂xβ∂xµ
+

∂[t, xα]

∂xβ

−εµν
∂[xν, xβ]

∂xα

∂H
∂xµ
− εµν[xν, xβ]

∂2H
∂xα∂xµ

−
∂[t, xβ]

∂xα

= εµν
∂[xβ, xα]

∂xν

∂H
∂xµ

+ εµν[xβ, xν]
∂2H

∂xα∂xµ
− εµν[xα, xν]

∂2H
∂xβ∂xµ

+
∂[xβ, xα]

∂t
= 0.

Luego la existencia de K está garantizada si el paréntesis de Lagrange sa-
tisface

εµν
∂[xβ, xα]

∂xν

∂H
∂xµ

+ εµν[xβ, xν]
∂2H

∂xα∂xµ
− εµν[xα, xν]

∂2H
∂xβ∂xµ

+
∂[xβ, xα]

∂t
= 0.

La ecuación anterior es de gran importancia ya que dada una transforma-
ción de coordenadas que cumple con dicha ecuación, se puede concluir que
tal transformación de coordenadas es una transformación canonoide.

Ahora, consideremos dada una segunda estructura simpléctica ω sobre M,
podemos definir un (1, 1)-tensor (es decir, un tensor de tipo mixto una vez
covariante y una vez contravariante) S por la relación

ω(X, Y) = ω(SX, Y)
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para cualquier par de campos vectoriales X y Y.

Definición 4.1. Decimos que ω es compatible con el sistema hamiltoniano (R ×
M, Ω, H) si

LXH ω = 0 y NS = 0

donde NS es un (2, 1)-tensor llamado tensor torsión de Nijenhuis, definido por

NS(X, Y) = [SX, SY]− S[SX, Y]− S[X, SY] + S2[X, Y]

donde [X, Y] es el corchete de Lie de los campos vectoriales X y Y.

El concepto de compatibilidad de una segunda forma simpléctica con un
sistema hamiltoniano es debido a F. Magri, aunque solo el caso de sistemas
autónomos. Este ha sido estudiado por varios autores, entre ellos R. Brouzet,
ver [2] y [1].

Supongamos que ω es compatible con el sistema hamiltoniano (R×M, Ω, H),
existen coordenadas locales (Qi, Pi) en M, tales que ω tiene la forma canónica

ω = dPi ∧ dQi

luego

ω = (
∂Pi
∂xµ

∂Qi

∂xν
− ∂Pi

∂xν

∂Qi

∂xµ
)dxµ ∧ dxν + (

∂Pi
∂t

∂Qi

∂xµ
− ∂Pi

∂xµ

∂Qi

∂t
)dt ∧ dxµ

= −[xµ, xν]dxµ ∧ dxν − [t, xµ]dt ∧ dxµ

= [xν, xµ]dxµ ∧ dxν − [t, xµ]dt ∧ dxµ.

Por otro lado, según la formula de Cartan

LXH ω = XHydω + d(XHyω) = d(XHyω).

Calculemos
XHyω = θ = θidxi.

θi = (XHyω)(
∂

∂xi
)

= ω(XH ,
∂

∂xi
)

= εµν
∂H
∂xµ

ω(
∂

∂xν
,

∂

∂xi
) + ω(

∂

∂t
,

∂

∂xi
)

= εµν
∂H
∂xµ

ωνi + ωti

= εµν
∂H
∂xµ

[xi, xν]− [t, xi],
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luego

LXH ω = d(XHyω)

= (εµν
∂[xα, xν]

∂xβ

∂H
∂xµ

+ εµν[xα, xν]
∂2H

∂xβ∂xµ
− ∂[t, xα]

∂xβ

−εµν
∂[xβ, xν]

∂xα

∂H
∂xµ
− εµν[xβ, xν]

∂2H
∂xα∂xµ

+
∂[t, xβ]

∂xα
)dxβ ∧ dxα

= (−εµν
∂[xβ, xα]

∂xν

∂H
∂xµ

+ εµν[xα, xν]
∂2H

∂xβ∂xµ
− εµν[xβ, xν]

∂2H
∂xα∂xµ

−
∂[xβ, xα]

∂t
)dxβ ∧ dxα

= (εµν
∂[xβ, xα]

∂xν

∂H
∂xµ

+ εµν[xβ, xν]
∂2H

∂xα∂xµ
− εµν[xα, xν]

∂2H
∂xβ∂xµ

+
∂[xβ, xα]

∂t
)dxα ∧ dxβ.

Ası́ vemos que la condición LXH ω = 0 es equivalente a que la transforma-
ción de coordenadas (Qi(t, xµ), Pi(t, xµ)) es una transformación canonoide.

Ahora veamos la forma en coordenadas (xµ) del tensor S,

S = Sβ
α dxβ ⊗

∂

∂xα
,

tenemos que ω = εµνdxµ ∧ dxν y ω = ωµνdxµ ∧ dxν.
Veamos lo siguiente

ω(X, Y) = ω(SX, Y) ⇒ ω(
∂

∂xi
,

∂

∂xj
) = ω(S

∂

∂xi
,

∂

∂xj
)

⇒ ωij = ω(Si
k

∂

∂xk
,

∂

∂xj
)

⇒ ωij = Si
kωkj

⇒ [xj, xi] = si
kεkj

⇒ Si
k = εjk[xj, xi] = εkj[xi, xj],

esto es
Sβ

α = εαλ[xβ, xλ]

o bien podemos escribir matricialmente S = EW, donde W es la matriz
W = ([xi, xj]) = ω ji.

Veamos que la matriz S tiene a lo mas n autovalores diferentes, en efecto,
sea λ un autovalor de S, el espacio de autovectores asociados a λ está definido
por

Eλ = ker(S− λI) = {x ∈ R2n : (S− λI)x = 0},
notemos que

(S− λI)x = 0 ⇔ (EW − λI)x = 0

⇔ (E− λW−1)x = 0.
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Ası́ que
Eλ = ker(E− λW−1),

luego como el espacio imagen de toda matriz antisimétrica es de dimension
par y E−λW−1 es antisimetrica, entonces dim(Im(E−λW−1)) es par, además
como E − λW−1 es de orden par entonces tenemos que dim(Eλ) es par, esto
implica que

2 ≤ dim(Eλ) ≤ multiplicidad algebraica de λ.

Concluimos que cada autovalor de S tiene multiplicidad algebraica mayor
o igual a 2, por lo tanto S tiene a lo más n autovalores diferentes.

A continuación veremos que los autovalores de S son primeras integrales
del sistema hamiltoniano (R×M, Ω, H) y además están en involución.

Definamos el (1, 1)-tensor U por

Uβ
α = εαλ

∂2H
∂xλ∂xβ

entonces la ecuación LXH ω = 0 es equivalente a

dSβ
λ

dt
− Sν

λUβ
ν + Uµ

λ Sβ
µ = 0

en efecto

dSβ
λ

dt
− Sν

λUβ
ν + Uµ

λ Sβ
µ =

= ελα

∂[xβ, xα]

∂t
+ ελα

∂[xβ, xα]

∂xν

dxν

dt
− ελα[xν, xα]ενµ

∂2H
∂xµ∂xβ

+ ελα
∂2H

∂xα∂xµ
εµν[xβ, xν]

= ελα(
∂[xβ, xα]

∂t
+

∂[xβ, xα]

∂xν
εµν

H
∂xµ
− ενµ[xν, xα]

∂2H
∂xµ∂xβ

+ εµν[xβ, xν]
∂2H

∂xα∂xµ
)

= ελα(
∂[xβ, xα]

∂t
+ εµν

∂[xβ, xα]

∂xν

H
∂xµ
− εµν[xα, xν]

∂2H
∂xβ∂xµ

+ εµν[xβ, xν]
∂2H

∂xα∂xµ
).

Luego podemos escribir en forma matricial

dS
dt

= SU −US

donde S y U son las matrices con entradas Sβ
α y Uβ

α respectivamente, aquı́ el
subı́ndice α corresponde a la α-ésima columna y el superı́ndice β corresponde
a la β-ésima fila.

Ahora definimos las funciones

K0 = log |det S|
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y para cada entero m no nulo

Km =
1
m

tr(Sm)

estas funciones son constantes de movimiento, en efecto, sabemos que tr(A +
B) = tr(A) + tr(B) y tr(AB) = tr(BA) para cualquier par de matrices cuadra-
das A y B, luego para m > 1 o m < −1 tenemos

d
dt
(Km) =

1
m

d
dt
(trSm)

=
1
m

tr(
d
dt

Sm)

=
1
m

tr(nSm−1 dS
dt

)

=
1
m

tr(P[S, U])

=
1
m

tr(PSU − PUS)

= 0,

donde hemos escrito P = mSm−1.
Para m = 1 tenemos

d
dt
(K1) =

d
dt
(trS) = tr(

d
dt

S) = tr([S, U]) = 0

y para m = −1 tenemos

d
dt
(K−1) =

d
dt
(trS−1) = tr(

1
ln|S|

d
dt

S) = tr(Q[S, U]) = 0

donde hemos escrito Q =
1

ln|S| .

Finalmente para ver que K0 es una contante de movimiento recordemos
que el determinante de una matriz cuadrada de orden l se puede escribir como
función de las trazas de potencias hasta el orden l de la matriz.

Notemos que estas funciones no son funcionalmente independientes, en
efecto, como S es una matriz de orden 2n × 2n entonces Km para m ≥ 2n +
1 y (det S)mK−m para m ≥ 1, pueden ser expresadas como polinomios de
K1, ..., K2n y ya sabemos que K0 se puede escribir como función de las K1, ..., K2n.
Ası́ que podemos concentrarnos sólo en las constantes de movimiento K1, ..., K2n.

Como los autovalores de una matriz se pueden escribir como funciones
de las trazas de potencias de la matriz, entonces podemos concluir que los
autovalores de S son constantes de movimiento.
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Para la prueba de involución, recordemos la condición de la nulidad del
tensor torsión de Nijenhuis

NS = 0,

se ve fácilmente que las coordenadas del tensor torsión de Nijenhuis tienen la
forma local

Nµ
αβ = Sλ

α ∂λSµ
β − Sλ

β ∂λSµ
α − Sµ

λ∂αSλ
β + Sµ

λ∂βSλ
α

donde por simplicidad hemos escrito ∂λ para denotar a
∂

∂xλ
.

Ahora veamos que para m ≥ 1 tenemos

Nµ
αβ(S

m−1)
β
µ = Sλ

α (∂λSµ
β)(S

m−1)
β
µ − (Sm)λ

µ∂λSµ
α − (Sm)

β
λ(∂αSλ

β − ∂βSλ
α )

= Sλ
α (∂λSµ

β)(S
m−1)

β
µ − (Sm)

β
λ∂αSλ

β

=
1
m

Sλ
α ∂λtrSm − 1

m + 1
∂αtrSm+1,

esto es

Nµ
αβ(S

m−1)
β
µ =

1
m

Sλ
α ∂λtrSm − 1

m + 1
∂αtrSm+1

o

Nµ
αβ(S

m−1)
β
µ = Sλ

α ∂λKm − ∂αKm+1.

Si el tensor torsión de Nijenhuis de anula entonces

Sλ
α ∂λKm = ∂αKm+1

esto es

εαθ [xλ, xθ ]∂λKm = ∂αKm+1

luego

[xλ, xθ ]∂λKm = εθα∂αKm+1.

Con este resultado podemos probar la involución de las K1, ..., K2n, lo cual
evidentemente implica la involución de los valores propios de S. Procedemos
de la siguiente manera
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{Km, Kl} = εµν
∂Km

∂xµ

∂Kl
∂xν

= [xλ, xµ]
∂Kl−1
∂xλ

∂Km

∂xµ

= −[xµ, xλ]
∂Km

∂xµ

∂Kl−1
∂xλ

= −ελα
∂Km+1

∂xα

∂Kl−1
∂xλ

= εαλ
∂Km+1

∂xα

∂Kl−1
∂xλ

= {Km+1, Kl−1}.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que l > m, ası́ que iterando
el cálculo anterior m− l veces tenemos que

{Km, Kl} = {Kl , Km} = 0.

Ası́ queda demostrada la involución de las funciones K1, ...K2n.
Hemos probado que los autovalores de S los cuales son a lo mas n, son

constantes de movimiento en involución y también lo son las funciones K1, ..., K2n.
Cabe mencionar que en la referencia [4], se encuentra, para el caso de sistemas
autónomos, la manera de obtener las constantes K1, ..., K2n partiendo de dos
sistemas que describen el mismo sistema mecánico, lo que aquı́ ha sido ex-
tendido como compatibilidad de estructuras simplécticas, o bien, a través de
transformaciones canonoides.

Para finalizar presentamos algunos ejemplos.

Ejemplo 4.1. Consideremos un sistema hamiltoniano con coordenadas canónicas
(q1, q2, p1, p2) y función hamiltoniana

H(t, q1, q2, p1, p2) = (t3 − 5t)p1 + 3t2 p2 − tq1 − sin tq2.

Consideremos la transformación de coordenadas
Q1 = q2
Q2 = p2 − 2p1 + t2

P1 = p1(
5
2

t2 − t4

4
) + q1(p1 −

t2

2
) + (p2 + cos t)2 − q2 +

t6

8
− 5

4
t4 + t3 + sin t2

P2 = −p2 − cos t− 4et.
Se ve fácilmente que ésta es una transformación canonoide con hamiltoniana

K(t, Q1, Q2, P1, P2) = 3t2P1 + sin tP2 − 2t cos t2Q1 + 4etQ2.
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Por otro lado, la matriz S = (Sβ
α) es de la forma

[p1, q1] [p2, q1] 0 −[q2, q1]
[p1, q2] [p2, q2] [q2, q1] 0

0 [p2, p1] [p1, q1] [p1, q2]
−[p2, p1] 0 [p2, q1] [p2, q2]


en este caso
[p1, q1] = 0,

[p1, q2] = −
5
2

t2 +
t4

4
− q1,

[p2, p1] = −2,
[p2, q1] = 0,
[p2, q2] = −2(p2 + cos t) y

[q2, q1] = p1 −
t2

2
.

Luego

S =


0 0 0

t2

2
− p1

−5
2

t2 +
t4

4
− q1 −2(p2 + cos t) p1 −

t2

2
0

0 −2 0 −5
2

t2 +
t4

4
− q1

2 0 0 −2(p2 + cos t)


.

Los autovalores de S son

λ1 = −p2 − cost−
√
(p2 + cost)2 − t2 + 2p1

y

λ2 = −p2 − cost +
√
(p2 + cost)2 − t2 + 2p1.

Ası́ que K1 = −4(p2 + cos t) y K2 = 2t24p1 − 2t2 − 4(p2 + cos t)2, éstas son
primeras integrales funcionalmente independientes y en involución.

Podemos concluir que el sistema considerado es integrable.
Ahora, veremos que el tensor torsión de Nijenhuis no se anula, en efecto

N2
12 = Sλ

1 ∂λS2
2 − Sλ

2 ∂λS2
1 − S2

λ∂1Sλ
2 + S2

λ∂2Sλ
1

= S4
1∂4S2

2 − S1
2∂1S2

1 − 0 + 0
= −4− 0
= −4
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N1
24 = Sλ

2 ∂λS1
4 − Sλ

4 ∂λS1
2 − S1

λ∂2Sλ
4 + S1

λ∂4Sλ
2

= S3
2∂3S1

4 − 0− 0 + S1
2∂4S2

2

= 2− 0− 0 + 0
= 2

entre otras.
Este ejemplo muestra que la nulidad del tensor torsión de nijenhuis no es una

condición necesaria para la involución de las primeras integrales encontradas.

Veamos otro interesante ejemplo.

Ejemplo 4.2. Consideremos un sistema hamiltoniano con coordenadas canónicas
(q1, q2, q3, p1, p2, p3) y función hamiltoniana

H(t, q1, q2, q3, p1, p2, p3) = tp1 +
p3

2
3
− et p3 − 5q2 − sin tq3.

Consideremos la transformación de coordenadas
Q1 = p2
Q2 = p2

1 + p3
Q3 = q3 + et − t4

P1 = p1(p2 − 5t)(q2 −
p3

2
15

)

P2 = q1 − p3 − t2 p1 − et − cos t
P3 = q3(p3 + cos t + 1) + et(p3 + cos t),
ésta es una transformación canonoide con hamiltoniana

K(t, Q1, Q2, Q3, P1, P2, P3) = 5P1 + sen tP2 − 4t3P3 + etQ2 + etQ3.

La matriz S = (Sβ
α) tiene la forma

[p1, q1] [p2, q1] [p3, q1] 0 −[q2, q1] −[q3, q1]
[p1, q2] [p2, q2] [p3, q2] [q2, q1] 0 −[q3, q2]
[p1, q3] [p2, q3] [p3, q3] [q3, q1] [q3, q2] 0

0 [p2, p1] [p3, p1] [p1, q1] [p1, q2] [p1, q3]
−[p2, p1] 0 [p3, p2] [p2, q1] [p2, q2] [p2, q3]
−[p3, p1] −[p3, p2] 0 [p3, q1] [p3, q2] [p3, q3]


en este caso
[p1, q1] = 2p1
[p1, q2] = 0
[p1, q3] = 0
[p2, q1] = 0
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[p2, q2] = p1(p2 − 5t)
[p2, q3] = 0

[p2, p1] = (
p3

2
15
− q2)(5t− p2)

[p3, q1] = 1
[p3, q2] = 0
[p3, q3] = −q3 − et

[p3, p1] = 2p1 − t2

[p3, p2] = 0
[q2, q1] = 0
[q3, q1] = 0
[q3, q2] = 0
entones

S =



2p1 0 1 0 0 0
0 p1(p2 − 5t) 0 0 0 0
0 0 −q3 − et 0 0 0

0 (
p3

2
15
− q2)(5t− p2) 2p1 − t2 2p1 0 0

(q2 −
p3

2
15

)(5t− p2) 0 0 0 p1(p2 − 5t) 0

t2 − 2p1 0 0 1 0 −q3 − et


.

Los autovalores de S son
λ1 = 2p1,

λ2 = p1(p2 − 5t)

y
λ3 = −q3 − et,

éstas son primeras integrales funcionalmente independientes y en involución.
En este caso, igual que en ejemplo anterior, vemos que el tensor torsion de Nijen-

huis no se anula, en efecto

N2
23 = (5t− p2)(2p1 − t2)

y otras.

En el siguiente ejemplo tenemos un tensor torsión de Nijenhuis nulo.

Ejemplo 4.3. Consideremos el sistema hamiltoniano con coordenadas canónicas (q1, q2, p1, p2)
y función hamiltoniana

H(t, q1, q2, p1, p2) = −5tq1 + 3t2q2 + sin tp2.

Consideremos también la transformación de coordenadas

Q1 =
q2

1
2

,
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Q2 = p2 + t3 + et,
P1 = p1,
P2 = p2(1− q2− cos t)− t3q2− t3 cos t− et, ésta es una transformación canonoide
con hamiltoniana

K = −5tQ1 + (3t2 + et)Q2 + etP2.

Ahora calculemos la matriz S,
[p1, q1] = −q1,
[p1, q2] = 0,
[p2, p1] = 0,
[p2, q1] = 0,
[p2, q2] = −p2 − t3 y
[q2, q1] = 0.

Luego

S =


−q1 0 0 0

0 −p2 − t3 0 0
0 0 −q1
0 0 0 −p2 − t3

 .

Los autovalores de S son

λ1 = −q1 y λ2 = −p2 − t3,

éstas son primeras integrales funcionalmente independientes.
En este caso se verifica fácilmente que el tensor torsión de Nijenhuis se anula.



Conclusión

Podemos extender de manera natural al caso dependiente del tiempo, al-
gunos resultados establecidos para sistemas autónomos. Vimos que para el ca-
so dependiente del tiempo podemos definir de la misma manera que para sis-
temas autónomos, la compatibilidad de una segunda estructura simpléctica,
probamos su equivalencia con la existencia de una transformación canonoide
y vemos que podemos obtener primeras integrales, posiblemente dependien-
tes explicitamente del tiempo, en involución.

Tenemos ejemplos donde tanto la hamiltoniana como las primeras integra-
les encontradas dependen explicitamente del tiempo. Con algunos de ellos,
vimos que la nulidad del tensor torsión de Nijenhuis no es una condición ne-
cesaria para la involución de las primeras integrales encontradas.
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